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1 はじめに

本文書は Iwasaki (1989)に基づくMIM (Mass-weighted Isentropic zonal Mean, 通称 p†系) の
数式やプログラムに関する情報を整理したものである。著者自身の理解度を反映したものである
ため、内容は力学に偏っており、また、不正確な記述があるかもしれないことを予めご容赦願い
たい。
前半では p†系における運動方程式、エネルギー方程式の導出を示す。後半では広く用いられ

ている解析ツールMIMと、定常計算の改善を目指して開発中の p daggerについて、実行方法と
ソースコードを読む上で参考になる情報（変数名の規則など）を示す。

MIMの代表的な参考文献を以下に示す。

• Iwasaki (1989), Tanaka, et al. (2004) : 質量流線関数、EPフラックス

• Iwasaki (2001), Uno and Iwasaki (2006) : エネルギー

• Miyazaki and Iwasaki (2005) : 物質輸送
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第 I部

MIM方程式系

2 定常＋非定常

2.1 帯状平均

はじめに鉛直座標 p†を定義する。p†は温位面における気圧の帯状平均である。

p†(ϕ, θ, t) ≡ 1
2π

∫ 2π

0
p(λ, ϕ, θ, t)dλ (2.1.1)

温位面が下部境界と交差するため気圧が定義できない場合は、地表面気圧 psを pのかわりに
用いて平均を行う。つまり地中では p = psとする。図 1に p†計算のイメージを示す。従って、
p†座標の定義域は 0 < p† ≤ p†s、但し p†sは

p†s(ϕ, t) =
1
2π

∫ 2π

0
ps(λ, ϕ, t)dλ (2.1.2)

となる。図 2に (2.1.1)式の被積分関数である pと p†の関係を示した。p† = p†sのとき、p = ps

であることに注意。図 3は θと p†の関係。
p†の代わりに次元を高度に変換した対数気圧座標 z†もよく用いられる。状態方程式から、標

準密度 ρ0(z†)を

ρ0 ≡
p†

RT0
=

p†
gH

(2.1.3)

と定義する。但し T0は定数。H = RT0
g はスケールハイトで、プログラム中ではH = 7000 [m]

とした。p†、ρ0を用いると、静水圧平衡

dp† = −ρ0gdz† (2.1.4)

図 1: p†計算の説明。横軸は経度、縦軸は気圧、コンターは θ面、茶シェードは地形である。θ =
一定の面で東西平均した pが p†である。θ面が地面にぶつかる場合は、地表面の pを使用して東
西平均を行う。図は 30̊ Nにおけるモデル出力を基に作成した。
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図 2: pと p†の関係の模式図。地中では p = psと定義する。

図 3: θ と p† の関係の模式図。θ 面が地面と交差し始めると、θ に対する p† の
変化は緩やかになり始める（=p† に対して θ は激しく変化するようになる） 。

p† → p†s における接線は、θ に平行、すなわち lim
θ→θmin

∂p†
∂θ

= 0 である。なぜなら

ば、 lim
θ→θmin

∂p†
∂θ

=
1
2π

lim
δ→0

[∫ λmin−δ/2

0

∂ps

∂θ
dλ +

∫ λmin+δ/2

0

∂ps

∂θ
dλ +

∫ λmin+δ/2

λmin−δ/2

∂p

∂θ
dλ

]
=

1
2π

lim
δ→0

∫ λmin+δ/2

λmin−δ/2

∂p

∂θ
dλ。ここで f ≡ 1

2π

∫ λmin+δ/2

λmin−δ/2

∂p

∂θ
dλ とおくと、

δ

2π
min

(
∂p

∂θ

)
< f < 0。

よって δ → 0のとき f → 0。ゆえに lim
θ→θmin

∂p†
∂θ

= 0。
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を満たすような対数気圧座標 z†は、

z† ≡ −H ln (p†/p0) (2.1.5)

と定義できる。ここで、p0 = 1000 [hPa] を用いる。
なお、H が定数であることから、p†と z†の関係式は水平、時間に依存しない。つまり(

∂p†
∂t

)
z†

=
(

∂p†
∂λ

)
z†

=
(

∂p†
∂ϕ

)
z†

= 0 (2.1.6)

である。
このノートで登場する密度 ρ(λ, ϕ, z†, t)は、z†系における密度である1。これは、pと z†の間

の静水圧平衡から定義する。

ρ ≡ −1
g

∂p

∂z†
(2.1.7)

dp = −ρgdz† (2.1.8)

(2.1.4)式を用いて変形すると、

dp =
ρ

ρ0
dp† (2.1.9)

よって

∂p

∂p†
=

ρ

ρ0
(2.1.10)

ρ = ρ0 (2.1.11)

が成り立つ2。ただし上線は温位面上での帯状平均を示す。
鉛直流 ω†, w†はそれぞれ、

ω† ≡
Dp†
Dt

(2.1.12)

w† ≡
Dz†
Dt

(2.1.13)

1Iwasaki (1989)では p† 系の方程式を θ系の方程式から導くため、θ系における密度 ρθ(単位 [kg/(m2K)])を定義
している。これは p† 系は本質的に温位座標系（の変形）であることを考えると、最も素直な導出法であるといえるだ
ろう。この導出方法については氏家 (2007)が詳しい。これに対して本ノートでは、ラグランジュ微分を直接 z† 系で
展開する手法を取っており、ρも z† 系における密度 (単位 [kg/m3])として定義している。このように定義すると、θ
面で帯状平均した ρと標準密度 ρ0 は完全に等しくなり、以後の展開が楽になる。また、密度の定義も直感的である。

2(2.1.11)式は一見すると奇異な関係に見える。なぜなら ρ(λ, ϕ, z†, t)を θ面 (あるいは z† 面)で帯状平均した ρ0

は、λだけでなく ϕや tにも依存しなくなるからである。これは p† という座標の定義の仕方に起因している。変数
p(λ, ϕ, p†, t)を θ 面で帯状平均すると p† となり、これは当然 p†（あるいは z†）にしか依存しない。
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と定義する。(2.1.4)、(2.1.6)式から分かるように、

ω† = −ρ0gw† (2.1.14)

が成り立つ。
任意変数Aの帯状平均は、p†の定義と同様に温位面上で行う。（質量重みのない）帯状平均は、

A(ϕ, p†, t) ≡ 1
2π

∫ 2π

0
A(λ, ϕ, p†, t)dλ (2.1.15)

と定義する。ただし地中では p†の定義の時と同様に、Aの地表面値を用いる。p†の定義から、
(ϕ, θ, t)が一定のとき p†面と θ面は平行であることに注意。
より重要なのは質量の重みをつけた帯状平均（MIM: Mass-weighted Isentropic zonal Mean）

である。質量の重みを ∗で表現すると、帯状平均と帯状平均からの偏差は、

A∗(ϕ, p†, t) ≡ 1
2π

∫ 2π

0
A(λ, ϕ, p†, t)

(
∂p

∂θ

/
∂p†
∂θ

)
dλ (2.1.16)

=
1
2π

∫ 2π

0
A(λ, ϕ, p†, t)

(
∂p

∂p†

)
dλ (2.1.17)

A′(λ, ϕ, p†, t) = A − A∗ (2.1.18)

と定義する。但し (2.1.10)式より、
(

∂p

∂θ

/
∂p†
∂θ

)
=
(

∂p

∂p†

)
=

ρ

ρ0
は規格化した各温位面間の

質量の重みである3。A∗を質量重み付き帯状平均と呼ぶ。このイメージを図 4に示す。
地表面 (p† → p†s)における質量重みは、θの東西方向の最小値を θmin(ϕ, t)とおいたとき、

lim
θ→θmin

∂p

∂p†
= 2πδ{λ − λ(θmin)} (2.1.19)

但し δ(x)はデルタ関数、2πは帯状平均したときの規格化因子である。この式は、地表面近傍に
おける質量重みは θの最小値の付近のみに存在することを表している。従って、地表面における
帯状平均は、

A∗
s(ϕ, t) = As(λs, ϕ, t) (2.1.20)

= As{λ(θmin), ϕ, t} (2.1.21)

3p[N/m2]とは、ある単位面積の上方にある空気の質量に g をかけたもの。したがって ∂p/∂θ はある温位面 θ～
θ + ∆θ に含まれる質量に比例する。
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図 4: 質量重み付き帯状平均の模式図。

2.2 全球平均

全球平均を考えない場合（e.g. EPフラックス、質量流線関数）、この節はスキップしてよい。
東西平均とのアナロジーで、鉛直座標 p††を定義する。p††は温位面における pの全球平均（p†

の南北平均）である。

p††(θ, t) ≡ 1
4π

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0
p(λ, ϕ, θ, t) cos ϕdϕdλ (2.2.1)

=
1
2

∫ π
2

−π
2

p†(ϕ, θ, t) cos ϕdϕ (2.2.2)

但し地中では p = ps又は p† = p†sとして計算する。従って地表面値 p††sは、

p††s(t) =
1
4π

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0
ps(λ, ϕ, t) cos ϕdϕdλ (2.2.3)

=
1
2

∫ π
2

−π
2

p†s(ϕ, t) cos ϕdϕ (2.2.4)

となる。p††s(t)は大気の全質量に相当するため、実質的には時間依存しない。
p††系における標準密度 ρ††0(p††)、対数気圧座標 z††、および密度 ρ††(λ, ϕ, p††, t)は4、

ρ††0 ≡
p††
gH

(2.2.5)

dp†† ≡ −ρ††0gdz†† (2.2.6)

dp ≡ −ρ††gdz†† (2.2.7)
4ρ†† は p† 系における ρに対応している。ρも本当は ρ† と表記すべきかもしれない。
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これより、

∂p

∂p††
=

ρ††
ρ††0

(2.2.8)

南北平均を上括弧で表現すると、温位面上 (p††面上)における質量重み付き全球平均
︷︸︸︷
A∗∗ は、

︷︸︸︷
A∗∗ (p††, t) ≡ 1

4π

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0
A(λ, ϕ, p††, t) cos ϕ

∂p

∂p††
dϕdλ (2.2.9)

=
1
2

∫ π
2

−π
2

A∗ cos ϕ
∂p†
∂p††

dϕ (2.2.10)

ただし、 ∂p
∂p††

= ∂p
∂p†

· ∂p†
∂p††
を用いた。

2.3 雑多な関係式

2.3.1 2次相関量

(A′B′)∗ = {(A − A∗)(B − B∗)}∗ (2.3.1)

= (AB)∗ − {AB∗}∗ − {A∗B}∗ + A∗ B∗ (2.3.2)

= (AB)∗ − A∗ B∗ (2.3.3)

2.3.2 p系から p†系、p†系から p††系への変換公式

数値誤差を減らすため、3次元の p系から質量重み付き帯状平均した p†系への変換には、以下
の関係式を用いる。

A∗ =
1
2π

∫ 2π

0
A

∂p

∂p†
dλ (2.3.4)

=
1
2π

∫ 2π

0

[
∂

∂p†

(∫ p†

0
A

∂p

∂p†′
dp†

′
)]

dλ (2.3.5)

=
∂

∂p†

[
1
2π

∫ 2π

0

(∫ p

0
Adp′

)
dλ

]
(2.3.6)

A∗(ϕ, p†, t) =
∂

∂p†

[
1
2π

∫ 2π

0

(∫ p

0
A(λ, ϕ, p′, t)dp′

)
dλ

]
(2.3.7)
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同様に、p†系から p††系への変換は、︷︸︸︷
A∗∗ =

1
2

∫ π
2

−π
2

A∗ cos ϕ
∂p†
∂p††

dϕ (2.3.8)

=
1
2

∫ π
2

−π
2

[
∂

∂p††

(∫ p††

0
A∗ cos ϕ

∂p†
∂p††′

dp††
′
)]

dϕ (2.3.9)

=
∂

∂p††

[
1
2

∫ π
2

−π
2

(∫ p†

0
A∗dp†

′
)

cos ϕdϕ

]
(2.3.10)

︷︸︸︷
A∗∗ (p††, t) =

∂

∂p††

[
1
2

∫ π
2

−π
2

(∫ p†

0
A∗(ϕ, p†

′, t)dp†
′
)

cos ϕdϕ

]
(2.3.11)

2.3.3 気温 T

T (λ, ϕ, p, t) = θ

(
p

p0

)κ

(2.3.12)

κ =
R

Cp
(2.3.13)

2.3.4 ジオポテンシャル ΦとMontgomeryの流線関数M

静水圧平衡より、

dp = −ρzgdz = −ρzdΦ = − p

RT
dΦ (2.3.14)

ただし ρz は z座標における密度。上式よりジオポテンシャル Φは、

dΦ = −RT

p
dp (2.3.15)

∂Φ
∂p

= −RT

p
(2.3.16)

もしくは

Φ(λ, ϕ, p, t) = Φs + R

∫ ps

p
T (λ, ϕ, p′, t)d(log p′) (2.3.17)
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但し Φs = gzs、zsは地表面高度である。この関係は普通の気圧座標において、温度からジオ
ポテンシャルを計算する際に用いられる。
次にMontgomeryの流線関数は、

M ≡ Φ + CpT (2.3.18)

= Φ + Πθ (2.3.19)

Π(p) ≡ Cp

(
p

p0

)κ

(2.3.20)

但しΠ(p)は Exner関数と呼ばれる。Φ(λ, ϕ, p, t)の全微分

dΦ =
(

∂Φ
∂t

)
p

dt +
(

∂Φ
∂λ

)
p

dλ +
(

∂Φ
∂ϕ

)
p

dϕ +
(

∂Φ
∂p

)
dp (2.3.21)

および (2.3.19)式の全微分

dM = dΦ + Πdθ + θdΠ (2.3.22)

の両辺を ϕ, θ, tを固定して dλで割ると、(
∂Φ
∂λ

)
θ

=
(

∂Φ
∂λ

)
p

+
(

∂Φ
∂p

)(
∂p

∂λ

)
θ

(2.3.23)(
∂M

∂λ

)
θ

=
(

∂Φ
∂λ

)
θ

+ θ

(
∂Π
∂λ

)
θ

(2.3.24)

=
(

∂Φ
∂λ

)
p

+
(

∂Φ
∂p

)(
∂p

∂λ

)
θ

+ θ

(
∂Π
∂λ

)
θ

(2.3.25)

ここで、(2.3.20)式(
∂Π
∂λ

)
θ

= Cpp
−κ
0

(
∂pκ

∂λ

)
θ

= Cpp
−κ
0 κpκ−1

(
∂p

∂λ

)
θ

(2.3.26)

=
κ

p
Π
(

∂p

∂λ

)
θ

=
1
p
· R

Cp
· Cp

(
p

p0

)κ(∂p

∂λ

)
θ

(2.3.27)

=
RT

pθ

(
∂p

∂λ

)
θ

(2.3.28)

および (2.3.16)式より、(
∂M

∂λ

)
θ

=
(

∂Φ
∂λ

)
p

− RT

p

(
∂p

∂λ

)
θ

+
RT

p

(
∂p

∂λ

)
θ

=
(

∂Φ
∂λ

)
p

(2.3.29)

ϕについても同様であるが、p†(ϕ, θ, t)が ϕに依存することを考慮すると、

(
∂Φ
∂λ

)
p

=
(

∂M

∂λ

)
θ

=
(

∂M

∂λ

)
p†

(2.3.30)(
∂Φ
∂ϕ

)
p

=
(

∂M

∂ϕ

)
θ

̸=
(

∂M

∂ϕ

)
p†

(2.3.31)
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2.3.5 気温 T†と T††

位置エネルギーの定式化の準備として、気温 T†と T††を導入する。(2.3.12)式との類推から、

T†(ϕ, p†, t) ≡ θ

(
p†
p0

)κ

(2.3.32)

T††(p††, t) ≡ θ

(
p††
p0

)κ

(2.3.33)

T ∗とは違うので注意が必要である。文献によっては、T†は T (p†)、T††は T (p††)と表記する
こともある5。

T†、T†† は位置エネルギーが最小になるように大気を断熱的に再配置したときの気温である。
東西のみの再配置を許すと T† (東西基底状態)、全球の再配置を許すと T†† (全球基底状態)とな
る。詳細は後で議論する。

2.3.6 ジオポテンシャル Φ†,Φ††とMontgomeryの流線関数M†,M††

T†、T††と同様に、東西基底状態、全球基底状態におけるジオポテンシャルΦ†、Φ††と、Mont-
gomeryの流線関数M†、M††を定義する。(2.3.15)式との類推から、

dΦ† ≡ −
RT†
p†

dp† or
∂Φ†
∂p†

= −
RT†
p†

(2.3.34)

dΦ†† ≡ −
RT††
p††

dp†† or
∂Φ††
∂p††

= −
RT††
p††

(2.3.35)

もしくは

Φ†(ϕ, p†, t) = Φ†s + R

∫ p†s

p†

T†d(log p†) (2.3.36)

Φ††(p††, t) = Φ††s + R

∫ p††s

p††

T††d(log p††) (2.3.37)

ただし、

Φ†s = gzs (2.3.38)

Φ††s = g
︷︸︸︷
zs (2.3.39)

5T (p)を p† 系に座標変換したと勘違いするので使用すべきではない
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図 5: 溝のある地形。横軸は経度、縦軸は高度 (温位)方向である。茶色は地形、水色は大気を
表す。

Φ†,Φ††から導かれるMontgomeryの流線関数M†,M††は、

M†(ϕ, p†, t) ≡ Φ† + CpT† (2.3.40)

M††(p††, t) ≡ Φ†† + CpT†† (2.3.41)

と定義できる。
Φ†は、厳密には (2.3.34)式の定義では不適切である (Φ††も)。Φ†は、基底状態 (pが東西一様

(= p†)になるように質量を再配分した状態)における重力位置エネルギーである。図 1で、等温
位線が水平になるように質量を移動させたと考えればよい。しかし (2.3.34)式の定義では「東西
平均した地形の上にある基底状態の重力位置エネルギー」となってしまい、「基底状態の重力位
置エネルギー」にはならない。
この違いを、極端な例を用いて示す。図 5は溝がある地形を表している。簡単のため ρは一定

とし、dΦ = gdzを用いて地面から鉛直積分を行うと、空気塊下端から上端まで積分したジオポ
テンシャルは、

Φ† = g

∫ 10

0
zdz × 10 = g

[
1
2
z2

]10

0

× 10 = 500g (2.3.42)

一方、(2.3.34)式を用いた場合、図 6のような状況を考えていることになる。従って、

Φ† = g

∫ 10

9
zdz × 100 = g

[
1
2
z2

]10

9

× 100 = 950g (2.3.43)

このように、(2.3.34)式を用いて Φ†を計算する場合は、山岳の補正に注意する必要がある6。

2.3.7 Exner関数Π†とΠ††

Π†(p†) ≡ Cp

(
p†
p0

)κ

(2.3.44)

Π††(p††) ≡ Cp

(
p††
p0

)κ

(2.3.45)

6ただし、補正を加えても加えなくても結果に大きな違いは見られないことが分かっている。
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図 6: 「適切ではない」Φ†の計算方法。図の見方は図 5と同じ。

2.4 プリミティブ方程式

球面 p系におけるプリミティブ方程式は以下の通りである。たとえば Andrews, et al. (1987)
の (3.13a)～(3.13e)式を参照のこと。

Du

Dt
−
(

f +
u tan ϕ

a

)
v = − 1

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

+ X (2.4.1)

Dv

Dt
+
(

f +
u tanϕ

a

)
u = −1

a

(
∂Φ
∂ϕ

)
p

+ Y (2.4.2)

∂Φ
∂p

= −RT

p
(2.4.3)

∂ρz

∂t︸︷︷︸
=0

+∇ · (ρzv) = 0 (2.4.4)

Dθ

Dt
=

Q

Π
(2.4.5)

ただし

∇ =
(

1
a cos ϕ

∂

∂λ
,
1
a

∂

∂ϕ
,

∂

∂p

)
(2.4.6)

D

Dt
=

∂

∂t
+

u

a cos ϕ

∂

∂λ
+

v

a

∂

∂ϕ
+ ω

∂

∂p
(2.4.7)

(2.4.4)式の左辺第一項は、
(

∂ρz

∂t

)
p

= −1
g

(
∂
∂t

∂p
∂z

)
p

= −1
g

∂
∂z

(
∂p
∂t

)
p

= 0。また、Qの単位は

[J/(kg · s)] = [W/kg]である7。
次に上式を球面 z†系（p†系）の方程式に書き換える。とはいってもラグランジュ微分は偏微

分への展開式を変えるだけでよく、収支法の考え方から連続の式も密度の定義を変えるだけでそ
のまま成り立つ。便宜上、気圧傾度力は p座標のまま残しておく。以上より球面 z†系における
各方程式は、

7文献によっては J と表記したり、(2.4.5)式で Πで割らない場合があるので注意。
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Du

Dt
−
(

f +
u tan ϕ

a

)
v = − 1

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

+ X (2.4.8)

Dv

Dt
+
(

f +
u tanϕ

a

)
u = −1

a

(
∂Φ
∂ϕ

)
p

+ Y (2.4.9)

∂Φ†
∂p†

= −
RT†
p†

(2.4.10)

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0 (2.4.11)

Dθ

Dt
=

Q

Π(p)
(2.4.12)

ただし

∇ =
(

1
a cos ϕ

∂

∂λ
,
1
a

∂

∂ϕ
,

∂

∂z†

)
(2.4.13)

D

Dt
=

∂

∂t
+

u

a cos ϕ

∂

∂λ
+

v

a

∂

∂ϕ
+ w†

∂

∂z†
(2.4.14)

となる。

2.5 連続の式と流線関数

(2.4.11)式より、z†系における連続の式を書き下すと、(
∂ρ

∂t

)
z†

+
1

a cos ϕ

[
∂

∂λ
(ρu)

]
z†

+
1

a cos ϕ

[
∂

∂ϕ
(ρv cos ϕ)

]
z†

+
∂

∂z†
(ρw†) = 0 (2.5.1)

偏微分の添字が z†又は p†の場合、以後の議論では誤解を招かない範囲で添字を省略する。両辺

を ρ0(z†)で割ると、∗ ≡ ∂p/∂θ

∂p†/∂θ
=

ρ(λ, ϕ, z†, t)
ρ0(z†)

より、[
∂

∂t

(
ρ

ρ0

)]
+

1
a cos ϕ

(
∂u∗

∂λ

)
+

1
a cos ϕ

[
∂

∂ϕ
(v∗ cos ϕ)

]
+

1
ρ0

∂

∂z†
(ρ0w

∗
†) = 0 (2.5.2)

帯状平均をとると (ρ = ρ0)、z†系における帯状平均した連続の式は、

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
+

1
ρ0

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)
= 0 (2.5.3)

(2.5.3)式より、平均子午面における質量フラックス (ρ0v∗, ρ0w∗
†)は非発散であることがわか

る。質量流線関数 (平均子午面循環)χは、

ρ0v∗ = − 1
2πa cos ϕ

∂χ

∂z†
(2.5.4)

ρ0w∗
† =

1
2πa2 cos ϕ

∂χ

∂ϕ
(2.5.5)
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実際の解析では、先に v∗を求めてから (2.5.3)式を用いて w∗
† を求めることが多い。z† → ∞で

w∗
† → 0とすると、

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)
= − ρ0

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
(2.5.6)∫ z†

∞

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)
dz† = −

∫ z†

∞

ρ0

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
dz† (2.5.7)

ρ0w∗
† =

1
a cos ϕ

∫ ∞

z†

ρ0
∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
dz† (2.5.8)

w∗
† =

1
ρ0a cos ϕ

∫ ∞

z†

ρ0
∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
dz† (2.5.9)

なお、連続の式を用いると一般の変数Aのラグランジュ微分は、

DA

Dt
=

∂A

∂t
+

u

a cos ϕ

∂A

∂λ
+

v

a

∂A

∂ϕ
+ w†

∂A

∂z†
(2.5.10)

=
1
ρ
(ρ)

∂A

∂t
+

1
ρa cos ϕ

(ρu)
∂A

∂λ
+

1
a cos ϕ

(ρv cos ϕ)
∂A

∂ϕ
+

1
ρ

(ρw†)
∂A

∂z†
(2.5.11)

=
1
ρ

∂

∂t
(ρA) +

1
ρa cos ϕ

∂

∂λ
(ρu · A) +

1
ρa cos ϕ

∂

∂ϕ
(ρv cos ϕ · A) +

1
ρ

∂

∂z†
(ρw† · A)

−A

ρ

[
∂ρ

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂λ
(ρu) +

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(ρv cos ϕ) +

∂

∂z†
(ρw†)

]
︸ ︷︷ ︸

(2.5.1) 式より 0

(2.5.12)

=
1
ρ

∂

∂t
(ρA) +

1
ρa cos ϕ

∂

∂λ
(ρuA) +

1
ρa cos ϕ

∂

∂ϕ
(ρv cos ϕ · A) +

1
ρ

∂

∂z†
(ρw†A)

(2.5.13)

両辺に ∗ = ρ(λ, ϕ, z†, t)/ρ0(z†)を掛けて帯状平均を取ると、(
DA

Dt

)∗
=

1
ρ0

∂

∂t
(ρA) +

1
ρ0a cos ϕ

∂

∂λ
(ρuA)︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

ρ0a cos ϕ

∂

∂ϕ
(ρv cos ϕ · A) +

1
ρ0

∂

∂z†
(ρw†A)

=
∂A∗

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(Av cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(Aρ0w†)

∗ (2.5.14)

となる。
z††系についても、全微分を z††系で展開することで同様に導出できる。すなわち、全球平均し

た連続の式は、

1
ρ††0

∂

∂z††

(
ρ††0

︷︸︸︷
w∗
††

∗
)

= 0 (2.5.15)
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一般の変数Aの全微分、およびその全球平均は、

DA

Dt
=

1
ρ††

[
∂

∂t
(ρ††A)

]
z††

+
1

ρ†† cos ϕ

[
∂

∂λ
(ρ††uA)

]
z††

+
1

ρ††a cos ϕ

[
∂

∂ϕ
(ρ††v cos ϕ · A)

]
z††

+
1

ρ††

∂

∂z††
(ρ††w††A) (2.5.16)

︷ ︸︸ ︷(
DA

Dt

)∗∗

=

∂
︷︸︸︷
A∗∗

∂t


z††

+
1

ρ††0

∂

∂z††

︷ ︸︸ ︷(
ρ††0w††A

)∗∗ (2.5.17)

2.6 東西方向の帯状平均運動方程式

(2.4.8)式の両辺に*をかけ、帯状平均を取ると、(2.5.14)式より

∂u∗

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u · v cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(u · ρ0w†)

∗ +
tan ϕ

a
(uv)∗ − fv∗

= − 1
a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)∗

p

+ X∗ (2.6.1)

左辺第二項と第四項は、

1
a cos ϕ

[
∂

∂ϕ
(uv cos ϕ)∗ + (uv sinϕ)∗

]
=

1
a cos ϕ

[
1

cos ϕ

∂

∂ϕ
(uv cos ϕ · cos ϕ)∗

]
(2.6.2)

とまとめられるので、(2.6.1)式は

∂u∗

∂t
+

1
a cos2 ϕ

∂

∂ϕ
(u cos ϕ · v cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(u · ρ0w†)∗︸ ︷︷ ︸

1⃝

−fv∗

= − 1
a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)∗

p︸ ︷︷ ︸
2⃝

+X∗ (2.6.3)

となる。ここで、

1⃝ =
1

a cos2 ϕ

∂

∂ϕ

[
u∗ cos ϕ · v∗ cos ϕ + (u′v′)∗ cos2 ϕ

]
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
u∗ · ρ0w∗

† + ρ0(u′w′
†)

∗
]

(2.6.4)

=
1

a cos2 ϕ

∂

∂ϕ

[
(u′v′)∗ cos2 ϕ

]
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(u′w′

†)
∗
]

+
u∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
+

v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
+

u∗

ρ0

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)
+ w∗

†
∂u∗

∂z†
(2.6.5)

=
1

a cos2 ϕ

∂

∂ϕ

[
(u′v′)∗ cos2 ϕ

]
︸ ︷︷ ︸

≡−DF ϕ

+
1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(u′w′

†)
∗
]

︸ ︷︷ ︸
≡−DF

uw
z†

+
v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
+ w∗

†
∂u∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
平均流による移流項

+u∗
[

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
+

1
ρ0

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)]
︸ ︷︷ ︸

(2.5.3)式より 0

(2.6.6)
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2⃝ = − 1
a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

∂p

∂p†
(2.6.7)

= − 1
a cos ϕ

[(
∂Φ
∂λ

)
p†

−
(

∂p

∂λ

)
p†

∂Φ
∂p

]
∂p

∂p†
(2.6.8) dΦ =

(
∂Φ
∂t

)
p
dt +

(
∂Φ
∂λ

)
p
dλ +

(
∂Φ
∂ϕ

)
p
dϕ +

(
∂Φ
∂p

)
dp(

∂Φ
∂λ

)
p†

=
(

∂Φ
∂λ

)
p
+
(

∂Φ
∂p

)(
∂p
∂λ

)
p†
より

 (2.6.9)

= − 1
a cos ϕ

[(
∂Φ
∂λ

)
p†

∂p

∂p†
−
(

∂p

∂λ

)
p†

∂Φ
∂p†

]
(2.6.10)

= − 1
a cos ϕ

[
∂

∂p†

(
p
∂Φ
∂λ

)
− p

∂

∂p†

(
∂Φ
∂λ

)
−
(

∂p

∂λ

)
p†

∂Φ
∂p†

]
(2.6.11)

= − 1
a cos ϕ

[
∂

∂p†

(
p
∂Φ
∂λ

)
− ∂

∂λ

(
p

∂Φ
∂p†

)]
(2.6.12)

= − 1
a cos ϕ

∂

∂p†

(
p
∂Φ
∂λ

)
(2.6.13)

=
1

aρ0g cos ϕ

∂

∂z†

(
p
∂Φ
∂λ

)
≡ DF

form
z†

（形状抵抗） (2.6.14)

よって、帯状平均運動方程式は、

∂u∗

∂t
+

v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
+ w∗

†
∂u∗

∂z†
− fv∗ = DF + X∗ (2.6.15)

となる。ただしDF は EPフラックス発散、X∗は外力である。DF の具体的な形は以下の通
りである。
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DF = DF ϕ + DF
uw
z†

+ DF
form
z†

(2.6.16)

DF ϕ = − 1
a cos2 ϕ

∂

∂ϕ

[
(u′v′)∗ cos2 ϕ

]
(2.6.17)

=
1

ρ0a cos ϕ

 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

−ρ0a(u′v′)∗ cos ϕ︸ ︷︷ ︸
≡Fϕ

· cos ϕ


︸ ︷︷ ︸

=(∇·F)ϕ

(2.6.18)

DF
uw
z†

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(u′w′

†)
∗
]

(2.6.19)

=
1

ρ0a cos ϕ


∂

∂z†

[
−ρ0a cos ϕ

(
u′w′

†

)∗]
︸ ︷︷ ︸

≡F uw
z†

︸ ︷︷ ︸
=(∇·F)uw

z†

(2.6.20)

DF
form
z†

=
1

aρ0g cos ϕ

∂

∂z†

(
p
∂Φ
∂λ

)
(2.6.21)

=
1

ρ0a cos ϕ


∂

∂z†

[
p

g

(
∂Φ
∂λ

)
p†

]
︸ ︷︷ ︸

≡F form
z†

︸ ︷︷ ︸
=(∇·F)form

z†

(2.6.22)

(2.6.23)

となる。
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なお、F uw
z†
に関しては計算の都合上、

F uw
z†

= −ρ0a cos ϕ

(
u′Dz†

Dt

)∗
(2.6.24)

= −ρ0a cos ϕ

u′


(

∂z†
∂t

)
λ,ϕ,θ︸ ︷︷ ︸

=0

+
u

a cos ϕ

(
∂z†
∂λ

)
t,ϕ,θ︸ ︷︷ ︸

=0

+
v

a

(
∂z†
∂ϕ

)
t,λ,θ

+ θ̇
∂z†
∂θ




∗

(2.6.25)

= −ρ0a cos ϕ

[
(u′v′)∗

a

(
∂z†
∂ϕ

)
θ

+
(
u′θ̇′

)∗∂z†
∂θ

]
(2.6.26)

∂z†
∂ϕ = − 1

ρ0g

(
∂p†
∂ϕ

)
θ

dp† =
(

∂p†
∂t

)
θ
dt +

(
∂p†
∂λ

)
θ
dλ +

(
∂p†
∂ϕ

)
θ
+ ∂p†

∂θ dθ

p†固定、dϕで割ると、

0 =
(

∂p†
∂ϕ

)
θ
+ ∂p†

∂θ dθ →
(

∂z†
∂ϕ

)
θ

= 1
ρ0g

∂p†
∂θ

(
∂θ
∂ϕ

)
p†

 (2.6.27)

より

F uw
z†

= F uv
z†

+ F ut
z†

(2.6.28)

F uv
z†

= −ρ0a cos ϕ

[
(u′v′)∗

a

(
∂z†
∂ϕ

)
θ

]
= −ρ0a cos ϕ

[
(u′v′)∗

ρ0ga

∂p†
∂θ

(
∂θ

∂ϕ

)
p†

]
(2.6.29)

F ut
z†

= −ρ0a cos ϕ

[(
u′θ̇′

)∗∂z†
∂θ

]
= −ρ0a cos ϕ

−
(
u′θ̇′

)∗
ρ0g

∂p†
∂θ

 (2.6.30)

と分割することもある。

2.6.1 EPフラックスとバランスする流線関数

(2.6.15)式を v∗について解くと、

v∗ = −
[
DF + X∗ − ∂u∗

∂t
− w∗

†
∂u∗

∂z†

] /[
f + ζ∗

]
(2.6.31)

ζ∗ = − 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
(2.6.32)

ζ∗は相対渦度である。さらに時間変化項、鉛直移流項、外力は小さいので、

v∗ ≈ − DF

f + ζ∗
(2.6.33)
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もしくは (2.5.9)式より

w∗
† ≈ 1

ρ0a cos ϕ

∫ ∞

z†

ρ0
∂

∂ϕ

[
− DF

f + ζ∗
cos ϕ

]
dz† (2.6.34)

と変形できる。この式から、EPフラックスとバランスする平均子午面循環を描くことができ
る。このように、波動が子午面循環を誘起するという見方を extratropical pump (Holton, et al.,
1995)、又は downward control principle (Haynes, et al., 1991)と呼ぶことがある。同様にX∗(重
力波抵抗など)についても、バランスする平均子午面循環を描くことができる。

2.6.2 TEMとの関係

図 7のような p面と p†面を考える。任意変数Aの p面における帯状平均からの偏差をA′pと
おく。準備として、ある経度における θ′pが、p面と p†面の θの差と一致することを示す8。

θ′pの定義より、

θ′p ≡ θ(λ, p) − θ
p(p) (2.6.35)

θ
p(p; p = p†) ≈ θ(p†)を仮定すると、Taylor展開より、

θ(λ, p) ≈ θ(p†) +
∂θ

∂p†
(p† − p) (2.6.36)

≈ θ
p(p) +

∂θ

∂p†
(p† − p) (2.6.37)

よって

θ′p ≈ ∂θ

∂p†
(p† − p) (2.6.38)

又は

p = p† −
∂p†
∂θ

θ′ (2.6.39)

p-surface (p=p+)

p+-surface (theta-surface)

p

x

図 7: 等 p面と等 p†面の関係。但し、等 p面の pと等 p†面の p†の値は一致しているものとする。
横軸は経度。

8以下の説明はもっと簡単になるような気がする・・・
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この関係を用いて、図 7をもとに v∗、F form
z† がTEMにおける残差南北速度、EPフラックス

の鉛直成分で近似できることを示す。v∗は、

v∗ = f
∂χ

∂p†
=

∂

∂p†

∫ p†

0
v∗dp† =

1
L

∂

∂p†

∫ p†

0

[∫ L

0
v

∂p

∂p†
dx

]
dp† (2.6.40)

=
1
L

∂

∂p†

∫ L

0

(∫ p†

0
v

∂p

∂p†
dp†

)
dx (2.6.41)

=
1
L

∂

∂p†

∫ L

0

[∫ p(x,p†) or p(x,θ)

0
vdp

]
dx (2.6.42)

≈ 1
L

∂

∂p†

∫ L

0

∫ p†(x,p)

0
vdp +

∫ p†(x,p)−
∂p†
∂θ

θ′

p†(x,p)
vdp

 dx (2.6.43)

≈ 1
L

∫ L

0

[
∂

∂p†

∫ p†(p)

0
vdp

]
dx +

1
L

∂

∂p†

∫ L

0

v

∫ p†(p)−
∂p†
∂θ

θ′

p†(p)
dp

 dx (2.6.44)

= vp − 1
L

∂

∂p†

∫ L

0

[
v
∂p†
∂θ

θ′
]

dx (2.6.45)

≈ vp − 1
L

∂

∂p

∫ L

0
vθ′

∂p

∂θ
dx (2.6.46)

≈ vp − ∂

∂p

v′θ′
p 1

∂θ
p

∂p

 (2.6.47)

これは TEM系における残差南北速度そのものである。
次に、F form

z† を展開する準備をする。

dΦ =
(

∂Φ
∂λ

)
θ

dλ +
(

∂Φ
∂ϕ

)
θ

dϕ +
∂Φ
∂θ

dθ (2.6.48)

を ϕ, pを固定して dλで割ることで、(
∂Φ
∂λ

)
p†

=
(

∂Φ
∂λ

)
p

− ∂Φ
∂θ

(
∂θ

∂λ

)
p

(2.6.49)

が得られる。但し、
(

∂
∂λ

)
θ

=
(

∂
∂λ

)
p†
を利用した。F form

z† を変形すると、

F form
z†

=
p

g

(
∂Φ
∂λ

)
p†

(2.6.50)

≈ 1
2πg

∫ 2π

0

[
p† −

∂p†
∂θ

θ′
][(

∂Φ
∂λ

)
p

−
(

∂θ

∂λ

)
p

∂Φ
∂θ

]
dλ (2.6.51)

ここで、

∂Φ
∂θ

≈ ∂Φp

∂θ
(2.6.52)

を仮定し、

θ′
(

∂θ

∂λ

)
p

= θ′
(

∂θ′

∂λ

)
p

+ θ′

(
∂θ

p

∂λ

)
p

(2.6.53)

=
∂

∂λ

(
θ′2

2

)
(2.6.54)
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を利用すると、

F form
z†

≈ − 1
2πg

∫ 2π

0

∂p†
∂θ

θ′
(

∂Φ
∂λ

)
p

dλ (2.6.55)

地衡風の関係

−fv ≈ − 1
a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

(2.6.56)

より、

F form
z†

≈ − 1
2πg

∫ 2π

0

∂p†
∂θ

θ′ · fva cos ϕdλ (2.6.57)

= −fa cos ϕ

2πg

∫ 2π

0

1
∂θ
∂p†

θ′v′dλ (2.6.58)

≈ −fa cos ϕ

g
· θ′v′

p

∂θ
∂p

(2.6.59)

これは TEM系における EPフラックスそのものである。

2.7 東西方向の渦運動方程式

(2.4.8):
∂u

∂t
+

u

a cos ϕ

∂u

∂λ︸ ︷︷ ︸
1⃝

+
v

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u cos ϕ)︸ ︷︷ ︸

2⃝

+w†
∂u

∂z†︸ ︷︷ ︸
3⃝

−fv = − 1
a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

+ X

(2.6.15):
∂u∗

∂t
+

v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

2⃝

+w∗
†
∂u∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
3⃝

−fv∗ = DF + X∗

ただし (2.4.8)式の tan ϕの項は整理した。(2.4.8)-(2.6.15)を考えると、

1⃝ =
u

a cos ϕ

∂

∂λ

(
u∗ + u′) =

u

a cos ϕ

∂u′

∂λ
(2.7.1)

2⃝ =
v

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u cos ϕ) − v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
(2.7.2)

=
v′

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
+

v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u′ cos ϕ) +

v′

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u′ cos ϕ) (2.7.3)

=
v′

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
+

v

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u′ cos ϕ) (2.7.4)

3⃝ = w†
∂u

∂z†
− w∗

†
∂u∗

∂z†
(2.7.5)

= w′
†
∂u∗

∂z†
+ w∗

†
∂u′

∂z†
+ w′

†
∂u′

∂z†
(2.7.6)

= w′
†
∂u∗

∂z†
+ w†

∂u′

∂z†
(2.7.7)

よって、東西方向の渦運動方程式は、
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∂u′

∂t
+

u

a cos ϕ

∂u′

∂λ
+

v

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(u′ cos ϕ) + w†

∂u′

∂z†
+

v′

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗ cos ϕ

)
+ w′

†
∂u∗

∂z†

−fv′ = −DF − 1
a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

+ X ′ (2.7.8)

2.8 南北方向の帯状平均運動方程式

導出は 2.6節と同様。(2.4.9)式の両辺に質量重みをかけ、帯状平均を取ると、

∂v∗

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(v · v cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(v · ρ0w†)∗︸ ︷︷ ︸

A⃝

+
tan ϕ

a
(u2)∗︸ ︷︷ ︸

B⃝

+fu∗

= −1
a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

+ Y ∗ (2.8.1)

A⃝ =
1

a cos ϕ

{
∂

∂ϕ

[
v∗ · v∗ cos ϕ

]
+

∂

∂ϕ

[
(v′v′)∗ cos ϕ

]}
+

1
ρ0

{
∂

∂z†

[
v∗ · ρ0w∗

†

]
+

∂

∂z†

[
ρ0

(
v′w′

†

)∗]}
(2.8.2)

=
1

a cos ϕ

{
v∗ cos ϕ

∂v∗

∂ϕ
+ v∗

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
+

∂

∂ϕ

[
(v′v′)∗ cos ϕ

]}
+

1
ρ0

{
ρ0w∗

†
∂v∗

∂z†
+ v∗

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)
+

∂

∂z†

[
ρ0

(
v′w′

†

)∗]}
(2.8.3)

=
v∗

a

∂v∗

∂ϕ
+ w∗

†
∂v∗

∂z†
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(v′v′)∗ cos ϕ

]
︸ ︷︷ ︸

≡−DGϕ

+
1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(w′

†v
′)∗
]

︸ ︷︷ ︸
≡−DGz†

+v∗
[

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(v∗ cos ϕ) +

1
ρ0

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)]
︸ ︷︷ ︸

連続の式 (2.5.3)より 0

(2.8.4)

B⃝ =
tan ϕ

a
(u∗ + u′)2∗ =

tanϕ

a

[
(u∗)2 + (u′2)∗

]
(2.8.5)

よって帯状平均した南北運動方程式は、

∂v∗

∂t
+

v∗

a

∂v∗

∂ϕ
+ w∗

†
∂v∗

∂z†
+

tanϕ

a

[
(u∗)2 + (u′2)∗

]
+ fu∗ = DG − 1

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

+ Y ∗

(2.8.6)
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DG = DGϕ + DGz† (2.8.7)

DGϕ = − 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(v′2)∗ cos ϕ

]
=

1
ρ0a

 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

−ρ0a(v′2)∗︸ ︷︷ ︸
=Gϕ

cos ϕ


︸ ︷︷ ︸

=(∇·G)ϕ

(2.8.8)

DGz† = − 1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(v′w′

†)
∗
]

=
1

ρ0a


∂

∂z†

−ρ0a(v′w′
†)

∗︸ ︷︷ ︸
=Gz†


︸ ︷︷ ︸

=(∇·G)z†

(2.8.9)

2.9 南北方向の渦運動方程式

(2.4.9)-(2.8.6)式を求める。式変形は 2.7節と同様。

(2.4.9):
∂v

∂t
+

u

a cos ϕ

∂v

∂λ
+

v

a

∂v

∂ϕ
+ w†

∂v

∂z†
+

u2 tanϕ

a︸ ︷︷ ︸
1⃝

+fu = −1
a

(
∂Φ
∂ϕ

)
p

+ Y

(2.8.6):
∂v∗

∂t
+

v∗

a

∂v∗

∂ϕ
+ w∗

†
∂v∗

∂z†
+

tanϕ

a

[
(u∗)2 + (u′2)∗

]
︸ ︷︷ ︸

1⃝

+fu∗ = DG − 1
a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

+ Y ∗

1⃝ =
tanϕ

a

[
u2 − u∗2 − (u′2)∗

]
=

tanϕ

a

[
2u∗u′ + u′2 − (u′2)∗

]
(2.9.1)

よって、南北方向の渦運動方程式は、

∂v′

∂t
+

u

a cos ϕ

∂v′

∂λ
+

v

a

∂v′

∂ϕ
+ w†

∂v′

∂z†
+

v′

a

∂v∗

∂ϕ
+ w′

†
∂v∗

∂z†
+

tanϕ

a

[
2u∗u′ + u′2 − (u′2)∗

]
+fu′ = −DG − 1

a

[(
∂Φ
∂ϕ

)
p

−
(

∂Φ
∂ϕ

)∗

p

]
+ Y ′

(2.9.2)

2.10 熱力学の式

(2.4.12)式の左辺は、

Dθ

Dt
=

∂θ

∂t
+

u

a cos ϕ

∂θ

∂λ︸︷︷︸
=0

+
v

a

∂θ

∂ϕ
+ w†

∂θ

∂z†
(2.10.1)

と展開できる。(2.4.12)式の両辺に ρ/ρ0を掛けて帯状平均を取ると、
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∂θ

∂t
+

v∗

a

∂θ

∂ϕ
+ w∗

†
∂θ

∂z†
=

(
Q

Π

)∗
(2.10.2)

Π = Cp

(
p

p0

)κ

(2.10.3)

Cp = Cv + R (2.10.4)

熱力学の式は平均場のみで構成され、渦相関の項は一切含まれない。
なお、熱力学の式の flux formは、連続の式 (2.5.3)を用いると、

∂θ

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
θv∗ cos ϕ

)
+

1
ρ0

∂

∂z†

(
θρ0w∗

†

)
=

(
Q

Π

)
(2.10.5)

と表せる。

2.11 鉛直積算

物理量Aの鉛直積算は、

⌊A⌋(λ, ϕ, t) ≡
∫ ∞

zs

ρzA(λ, ϕ, z†, t)dz (2.11.1)

=
1
g

∫ ps

0
A(λ, ϕ, p, t)dp (2.11.2)

ただし ρz は z系の密度。密度が掛かっているので、質量重み付けされていることに注意。こ
れを東西平均すると、

⌊A⌋(ϕ, t) =
1
2π

∫ 2π

0

[
1
g

∫ ps

0
Adp

]
dλ (2.11.3)

=
1
2π

∫ 2π

0

[
1
g

∫ p†s

0
A

∂p

∂p†
dp†

]
dλ (2.11.4)(

区間 [ps : p†s]で
∂p

∂p†
= 0より

)
(2.11.5)

=
1
g

∫ p†s

0

[
1
2π

∫ 2π

0
A

∂p

∂p†
dλ

]
dp† (2.11.6)

=
1
g

∫ p†s

0
A∗dp† (2.11.7)

従って、
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⌊A⌋(ϕ, t) = ⌊A∗⌋(ϕ, t) ≡
∫ ∞

z†s

ρ0A∗(ϕ, z†, t)dz† (2.11.8)

=
1
g

∫ p†s

0
A∗(ϕ, p†, t)dp† (2.11.9)

つまり、pで鉛直積算をしてから帯状平均した値と、質量重み付き帯状平均してから p†で鉛直
積算した値は等価である。

2.12 鉛直積算値の全球平均

A∗の鉛直積算値の全球平均 ⟨A⟩は、

⟨A⟩(t) =
︷ ︸︸ ︷
⌊A∗⌋ =

1
2

∫ π/2

−π/2
⌊A∗⌋(ϕ, t) cos ϕdϕ (2.12.1)

=
1
2g

∫ π/2

−π/2

[∫ p†s(ϕ)

0
A∗(ϕ, p†, t)dp†

]
cos ϕdϕ (2.12.2)

=
1
2g

∫ π/2

−π/2

[∫ p††s

0
A∗ ∂p†

∂p††
dp††

]
cos ϕdϕ (2.12.3)

=
1
2g

∫ p††s

0

[∫ π/2

−π/2
A∗ ∂p†

∂p††
cos ϕdϕ

]
dp†† (2.12.4)

=
1
g

∫ p††s

0

︷︸︸︷
A∗∗ dp†† = ⌊

︷︸︸︷
A∗∗ ⌋ (2.12.5)

従って、鉛直積算と全球平均の順番は交換可能である。

2.13 エネルギー

2.13.1 全運動エネルギーK

K(λ, ϕ, z†, t) =
1
2
[
u2 + v2

]
(2.13.1)

K∗(ϕ, z†, t) =
1
2

[
(u2)∗ + (v2)∗

]
(2.13.2)

なおw†は非断熱加熱（=エネルギーの生成に関与）と密接に関連しているため、運動エネルギー
の計算には加味しない。

2.13.2 基本場の運動エネルギーKZ
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KZ(ϕ, z†, t) = K∗
Z(ϕ, z†, t) ≡ 1

2

[(
u∗
)2 +

(
v∗
)2] (2.13.3)

流れが完全に東西一様のとき（渦がないとき）、KZ はK∗に一致する。

2.13.3 渦運動エネルギーKE

KE(λ, ϕ, z†, t) ≡ 1
2
[
u′2 + v′2

]
(2.13.4)

K∗
E(ϕ, z†, t) =

1
2

[
(u′2)∗ + (v′2)∗

]
(2.13.5)

(2.13.6)

なお、

K∗
E =

1
2

[(
u − u∗

)2 +
(
v − v∗

)2] (2.13.7)

=
1
2

[
(u2)∗ + (v2)∗

]
− KZ (2.13.8)

= K∗ − KZ (2.13.9)

である。

2.13.4 全位置エネルギー P

位置エネルギーの考え方については、たとえば小倉 (1978)のp25–p27、p82–p87を参照のこと。
全位置エネルギーは、内部エネルギー CvT とジオポテンシャル Φの和として定義する。

P (λ, ϕ, z†, t) ≡ CvT + Φ (2.13.10)

P ∗(ϕ, z†, t) = CvT ∗ + Φ∗ (2.13.11)
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鉛直積算は9、

⌊P ⌋(λ, ϕ, t) =
1
g

∫ ps

0
(CvT + Φ) dp (2.13.12)

=
1
g

∫ ps

0

[
CpT +

∂

∂p
(pΦ)

]
dp (2.13.13)

=
1
g

∫ ps

0
Cpθp

−κ
0 pκdp +

psΦs

g
(2.13.14)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ps

0
θ
∂pκ+1

∂p
dp +

psΦs

g
(2.13.15)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

{[
θpκ+1

]ps

0
−
∫ ps

0
pκ+1 ∂θ

∂p
dp

}
+

psΦs

g
(2.13.16)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[
θsp

κ+1
s +

∫ ∞

θs

pκ+1dθ

]
+

psΦs

g
(2.13.17)

つまり

⌊P ⌋(λ, ϕ, t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[∫ ∞

θs

pκ+1dθ + θsp
κ+1
s

]
+

psΦs

g
(2.13.18)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0
pκ+1dθ +

psΦs

g
(2.13.19)

となる10。右辺第二項は海抜 0mを基準としたときの気柱が持つ重力位置エネルギーであるり、
地形が存在しない場合は 0になる。全球平均すると全大気質量の重力位置エネルギーであるの
で、全球平均値は時間変化しない。以後の議論ではこの項は無視する11。⌊P ⌋の（質量重み付き
のない）東西平均をとることで、緯度気圧断面図が得られる。
なお、psは時間依存するため、

∂⌊P ⌋
∂t

=
∂

∂t

(
1
g

∫ ps

0
Pdp

)
̸= 1

g

∫ ps

0

∂P

∂t
dp =

⌊
∂P

∂t

⌋
(2.13.20)

である。

2.13.5 基底状態の位置エネルギー PG

θ面上で pが全球一様 (=p††)であるときの位置エネルギー PGを求める。

PG(p††, t) ≡ CvT††(p††, t) + Φ††(p††, t) (2.13.21)

9P ∗ を p† で積分する方法もあるが、PG や PZ との対称性を考えると P を pで積分した方がよい。
10CpT + Φのままで考えない理由は、位置エネルギー計算時の誤差を減らすためである（後述）
11Holton (2004)の 10章 (Lorenzサイクル)でも、この項は無視されている。
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前節と同様の計算を行うと、鉛直積算値は、

⟨PG⟩(t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[∫ ∞

θymin

p††
κ+1dθ + θyminp††s

κ+1

]
+

p††sΦ††s
g

(2.13.22)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0
p††

κ+1dθ +
p††sΦ††s

g
(2.13.23)

但し θyminは θの全球最小値である（θminのアナロジー）。計算の際、右辺第二項は無視する。

2.13.6 基本場の位置エネルギー PZ と有効位置エネルギーAZ

θ面上で pが東西一様 (=p†)であるときの位置エネルギー PZ を求める。

PZ(ϕ, p†, t) = CvT† + Φ†(p†) (2.13.24)

(2.13.25)

鉛直積算は、

⌊PZ⌋(ϕ, t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[∫ ∞

θmin

p†
κ+1dθ + θminp†s

κ+1

]
+

p†sΦ†s
g

(2.13.26)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0
p†

κ+1dθ +
p†sΦ†s

g
(2.13.27)

計算の際、右辺第二項は無視する。
PZ には全球一様な基底状態の位置エネルギー PGも含まれており、有効位置エネルギーでは

ない。基本場の有効位置エネルギーAZ は、

AZ(ϕ, p†, t) ≡ PZ(ϕ, p†, t) − PG(p†, t) (2.13.28)

= Cv (T† − T††) + Φ† − Φ†† (2.13.29)

鉛直積算は、

⌊AZ⌋(ϕ, t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

(∫ ∞

0
p†

κ+1dθ −
∫ ∞

0
p††

κ+1dθ

)
+

p†sΦ†s
g

−
p††sΦ††s

g
(2.13.30)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0

(
p†

κ+1 − p††
κ+1
)
dθ +

1
g

[p†sΦ†s − p††sΦ††s] (2.13.31)
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よって12

⌊AZ⌋(ϕ, t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[∫ ∞

θymin

(
p†

κ+1 − p††
κ+1
)
dθ + θymin

(
p†s

κ+1 − p††s
κ+1
)]

+
1
g

[p†sΦ†s − p††sΦ††s] (2.13.32)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0

(
p†

κ+1 − p††
κ+1
)
dθ +

1
g

[p†sΦ†s − p††sΦ††s] (2.13.33)

右辺第二項目は省略する。θyminは ϕに依存しないため、南北平均を取る際は積分の順序を交
換できる。全球平均を取ると (2.13.33)式は必ず正になることから、有効位置エネルギーとして
の資格を満たしている。

2.13.7 渦有効位置エネルギーAE

AE(λ, ϕ, z†, t) ≡ P (λ, ϕ, z†, t) − PZ(ϕ, z†, t) (2.13.34)

= Cv(T − T†) + Φ − Φ† (2.13.35)

A∗
E(ϕ, z†, t) ≡ P ∗(ϕ, z†, t) − PZ(ϕ, z†, t) (2.13.36)

= Cv(T ∗ − T†) + Φ∗ − Φ† (2.13.37)

P、PZ ともに PG(基底状態の位置エネルギー)を含んでいる。つまり AE は有効位置エネル
ギーである。鉛直積算すると、

⌊AE⌋(λ, ϕ, t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[∫ ∞

0
pκ+1dθ −

∫ ∞

0
p†

κ+1dθ

]
+

psΦs

g
−

p†sΦ†s
g

(2.13.38)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0

(
pκ+1 − p†

κ+1
)
dθ +

1
g

(psΦs − p†sΦ†s) (2.13.39)

帯状平均すると、

⌊AE⌋(ϕ, t) =
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

∫ ∞

0

(
pκ+1 − p†

κ+1
)

dθ +
1
g

(
psΦs − p†sΦ†s

)
(2.13.40)

=
Cpp

−κ
0

g(κ + 1)

[∫ ∞

θmin

(
pκ+1 − p†

κ+1
)

dθ + θmin

(
pκ+1

s − p†s
κ+1
)]

+
1
g

(
psΦs − p†sΦ†s

)
(2.13.41)

12このように変形する理由は、⌊PZ⌋と ⌊PG⌋はともに大きな数でかつ差が小さいので、数値計算の際の減算によ
る誤差を出来るだけ減らすためである。
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但し右辺二項目は計算に使用しない。
計算の誤差を減らすため、pκ+1を p = p†のまわりで Taylor展開することがある。

pκ+1 ≈ p†
κ+1 + κp†

κ(p − p†) +
1
2
(κ + 1)κp†

κ−1(p − p†)2 (2.13.42)

（質量重みのない）帯状平均を取ると、(p − p†)の一次の項が消える。

2.14 エネルギーの収支方程式

2.14.1 帯状平均運動エネルギーKZ

(2.6.15)式、(2.8.6)式より、

∂u∗

∂t
+

v∗

a

∂u∗

∂ϕ
+ w∗

†
∂u∗

∂z†
− tanϕ

a
u∗ · v∗ − fv∗ = DF + X∗ (2.14.1)

∂v∗

∂t
+

v∗

a

∂v∗

∂ϕ
+ w∗

†
∂v∗

∂z†
+

tan ϕ

a

(
u∗
)2 + fu∗ = DG − 1

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

− tan ϕ

a
(u′2)∗ + Y ∗

(2.14.2)

u∗× (2.14.1) + v∗× (2.14.2) より、

∂KZ

∂t
+

v∗

a

∂KZ

∂ϕ
+ w∗

†
∂KZ

∂z†︸ ︷︷ ︸
1⃝

= u∗DF + v∗DG − v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

−v∗ tan ϕ

a
(u′2)∗ + u∗ · X∗ + v∗ · Y ∗ (2.14.3)

ここで、連続の式を用いて移流項を変形すると (KZ = K∗
Zに注意)、

1⃝ =
1

a cos ϕ
v∗ cos ϕ

∂KZ

∂ϕ
+

1
ρ0

ρ0w∗
†
∂KZ

∂z†
(2.14.4)

=
1

a cos ϕ

[
∂

∂ϕ

(
KZv∗ cos ϕ

)
− KZ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)]
+

1
ρ0

[
∂

∂z†

(
KZρ0w∗

†

)
− KZ

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†

)]
(2.14.5)

=
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
KZv∗ cos ϕ

)
+

1
ρ0

∂

∂z†

(
ρ0KZw∗

†

)
(2.14.6)

よって、帯状平均運動エネルギーの収支方程式は、

∂KZ

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
KZv∗ cos ϕ

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

(
ρ0KZw∗

†

)
+ u∗DF + v∗DG

−v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

− tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗ + u∗ · X∗ + v∗ · Y ∗ (2.14.7)
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鉛直積算した帯状平均運動エネルギー

⌊KZ⌋ ≡
∫ ∞

zs

ρ0KZdz† (2.14.8)

の収支式は、

∂⌊KZ⌋
∂t

= −
⌊

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
KZv∗ cos ϕ

)⌋
+
⌊
u∗DF

⌋
+
⌊
v∗DG

⌋
−

⌊
v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

⌋
−
⌊

tanϕ

a
(u′2)∗ · v∗

⌋
+
⌊
u∗ · X∗

⌋
+
⌊
v∗ · Y ∗

⌋
(2.14.9)

さらに全球平均した帯状平均運動エネルギー

⟨KZ⟩ ≡ 1
2

∫ π
2

−π
2

⌊KZ⌋ cos ϕdϕ (2.14.10)

の収支式は、

∂ ⟨KZ⟩
∂t

=
⟨
u∗DF

⟩
+
⟨
v∗DG

⟩
−

⟨
v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

⟩
−
⟨

tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗

⟩
+
⟨
u∗ · X∗

⟩
+
⟨
v∗ · Y ∗

⟩
(2.14.11)

2.14.2 渦運動エネルギーKE

(2.7.8)、(2.9.2)式より、

∂u′

∂t
+

u

a cos ϕ

∂u′

∂λ
+

v

a

∂u′

∂ϕ
+ w†

∂u′

∂z†
+

v′

a

∂u∗

∂ϕ
+ w′

†
∂u∗

∂z†
− tan ϕ

a

(
u′v + u∗v′

)
= fv′ − DF − 1

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

+ X ′

(2.14.12)
∂v′

∂t
+

u

a cos ϕ

∂v′

∂λ
+

v

a

∂v′

∂ϕ
+ w†

∂v′

∂z†
+

v′

a

∂v∗

∂ϕ
+ w′

†
∂v∗

∂z†
+

tan ϕ

a

(
2u∗u′ + u′2 − (u′2)∗

)
= −fu′ − DG − 1

a

[(
∂Φ
∂ϕ

)
p

−
(

∂Φ
∂ϕ

)∗

p

]
+ Y ′

(2.14.13)
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u′× (2.14.12) +v′× (2.14.13)より

∂KE

∂t
+

u

a cos ϕ

∂KE

∂λ
+

v

a

∂KE

∂ϕ
+ w†

∂KE

∂z†︸ ︷︷ ︸
1⃝

+
u′v′

a

∂u∗

∂ϕ
+

v′2

a

∂v∗

∂ϕ
+ u′w′

†
∂u∗

∂z†
+ v′w′

†
∂v∗

∂z†

+
tan ϕ

a

(
−u′2v + u∗u′v′ − (u′2)∗v′ + u′2v′

)
︸ ︷︷ ︸

2⃝

= −u′DF − v′DG − u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

−v′

a

[(
∂Φ
∂ϕ

)
p

−
(

∂Φ
∂ϕ

)∗

p

]
︸ ︷︷ ︸

≡
(

∂Φ
∂ϕ

)′
p

+u′X ′ + v′Y ′

(2.14.14)

1⃝ =
1
ρ

∂

∂t
(ρKE) +

1
ρa cos ϕ

∂

∂λ
(ρKEu) +

1
ρa cos ϕ

∂

∂ϕ
(ρKEv cos ϕ) +

1
ρ

∂

∂z†
(ρKEw†)

((2.5.13)式より) (2.14.15)

2⃝ =
tanϕ

a

[
−u′2 (v∗ + v′

)
+ u∗u′v′ − (u′2)∗v′ + u′2v′

]
(2.14.16)

=
tanϕ

a

[
−u′2v∗ + u∗u′v′ − (u′2)∗v′

]
(2.14.17)

両辺に質量の重み (* = ρ(λ, ϕ, z†)/ρ0(z†))を掛けると、

∂K∗
E

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂λ
(KEu)∗ +

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(KEv cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(ρ0KEw†)

∗︸ ︷︷ ︸
1⃝

+
(u′v′)∗

a

∂u∗

∂ϕ
+

(v′2)∗

a

∂v∗

∂ϕ
+ (u′w′

†)
∗∂u∗

∂z†
+ (v′w′

†)
∗∂v∗

∂z†

+
tan ϕ

a

[
−u′2v∗ + u∗u′v′ − (u′2)∗v′

]∗
= −

(
u′DF

)∗ − (v′DG

)∗ − [ u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+ (u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗

(2.14.18)

帯状平均すると、

1⃝ =
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

(2.14.19)

(2.14.20)
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より、渦運動エネルギーの収支式は、

∂K∗
E

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

= −(u′v′)∗

a

∂u∗

∂ϕ
− (v′2)∗

a

∂v∗

∂ϕ
− (u′w′

†)
∗∂u∗

∂z†
− (v′w′

†)
∗∂v∗

∂z†

+
tanϕ

a

[
(u′2)∗ · v∗ − u∗ · (u′v′)∗

]
−

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.14.21)

ここで、

(u′v′)∗

a
cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
=

(u′v′)∗

a
cos ϕ

[
∂u∗

∂ϕ cos ϕ + u∗ sinϕ

cos2 ϕ

]
(2.14.22)

=
(u′v′)∗

a

∂u∗

∂ϕ
+

(u′v′)∗

a
u∗ tan ϕ (2.14.23)

を利用すると、

∂K∗
E

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

= −(u′v′)∗ cos ϕ

a

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

1⃝

−(v′2)∗

a

∂v∗

∂ϕ︸ ︷︷ ︸
2⃝

−(u′w′
†)

∗∂u∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
3⃝

−(v′w′
†)

∗∂v∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
4⃝

+
tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗ −

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.14.24)

又は、Fϕ、Gϕ等を用いると、

∂K∗
E

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

=
Fϕ

ρ0a2

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

1⃝

+
Gϕ

ρ0a2

∂v∗

∂ϕ︸ ︷︷ ︸
2⃝

+
F uw

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
3⃝

+
Gz†

ρ0a

∂v∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
4⃝

+
tanϕ

a
(u′2)∗ · v∗ −

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.14.25)

と変形できる。さらに、鉛直積算、全球平均の際の便宜を考えて変形を行うと、

1⃝ = − 1
a cos ϕ

(u′v′)∗ cos2 ϕ
∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
(2.14.26)

= − 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(u′v′)∗ · u∗ cos ϕ

]
+

u∗

a cos2 ϕ

∂

∂ϕ

[
(u′v′)∗ cos2 ϕ

]
(2.14.27)

=
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗Fϕ

)
− u∗DF ϕ (2.14.28)
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2⃝ = − 1
a cos ϕ

(v′2)∗ cos ϕ
∂v∗

∂ϕ
(2.14.29)

= − 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(v′2)∗ · v∗ cos ϕ

]
+

v∗

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(v′2)∗ cos ϕ

]
(2.14.30)

=
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗Gϕ cos ϕ

)
− v∗DGϕ (2.14.31)

3⃝ = − 1
ρ0

ρ0

(
u′w′

†

)∗∂u∗

∂z†
(2.14.32)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0

(
u′w′

†

)∗
u∗
]

+
u∗

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0

(
u′w′

†

)∗]
(2.14.33)

=
1

ρ0a cos ϕ

∂

∂z†

(
u∗F uw

z†

)
− u∗DF

uw
z†

(2.14.34)

4⃝ = − 1
ρ0

ρ0

(
v′w′

†

)∗∂v∗

∂z†
(2.14.35)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0

(
v′w′

†

)∗
v∗
]

+
v∗

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0

(
v′w′

†

)∗]
(2.14.36)

=
1

ρ0a

∂

∂z†

(
v∗Gz†

)
− v∗DGz† (2.14.37)

ゆえに、渦運動エネルギーの収支式は、

∂K∗
E

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

+
Fϕ

ρ0a2

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
+

F uw
z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†

+
Gϕ

ρ0a

∂v∗

∂ϕ
+

Gz†

ρ0a

∂v∗

∂z†

+
tanϕ

a
(u′2)∗ · v∗ −

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.14.38)

又は

∂K∗
E

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

−u∗DF ϕ +
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗Fϕ

)
− u∗DF

uw
z†

+
1

ρ0a cos ϕ

∂

∂z†

(
u∗F uw

z†

)
−v∗DGϕ +

1
ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗Gϕ cos ϕ

)
− v∗DGz† +

1
ρ0a

∂

∂z†

(
v∗Gz†

)
+

tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗ −

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.14.39)
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なお、実際の計算では、

(KEv)∗ =
1
2
[(u′2 + v′2) v]∗ (2.14.40)

=
1
2

[(
u − u∗

)2
v
]∗

+
1
2

[(
v − v∗

)2
v
]∗

(2.14.41)

=
1
2

[(
u2 − 2uu∗ + u∗2

)
v
]∗

+
1
2

[(
v2 − 2vv∗ + v∗

2
)

v
]∗

(2.14.42)

=
1
2

[
(u2v)∗ − 2(uv)∗ · u∗ + u∗2 · v∗ + (v3)∗ − 2(v2)∗ · v∗ + v∗

3
]

(2.14.43)

(KEw†)
∗ =

(
KE

Dz†
Dt

)∗
(2.14.44)

= KE

[
v

a

(
∂z†
∂ϕ

)
θ

+ θ̇
∂z†
∂θ

]∗
(2.14.45)

=
1
a

(
∂z†
∂ϕ

)
θ

(KEv)∗ +
∂z†
∂θ

(
KE θ̇

)∗
(2.14.46)

KE θ̇ =
1
2

[(
u2θ̇
)∗

− 2
(
uθ̇
)∗

· u∗ + u∗2 · θ̇∗ +
(
v2θ̇
)∗

− 2
(
vθ̇
)∗

· v∗ + v∗
2 · θ̇∗

]
(2.14.47)

等を用いる。
鉛直積算した渦運動エネルギー

⌊K∗
E⌋ ≡

∫
ρ0K∗

Edz† (2.14.48)

の収支式は、

∂⌊K∗
E⌋

∂t
= −

⌊
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]⌋
−
⌊
u∗DF ϕ

⌋
+
⌊

1
ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗Fϕ

)⌋
−
⌊
u∗DF

uw
z†

⌋
−
⌊
v∗DGϕ

⌋
+
⌊

1
ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗Gϕ cos ϕ

)⌋
−
⌊
v∗DGz†

⌋
+
⌊

tanϕ

a
(u′2)∗ · v∗

⌋
−

[ u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗−

[v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+
⌊
(u′X ′)∗

⌋
+
⌊
(v′Y ′)∗

⌋
(2.14.49)

さらに全球平均した渦運動エネルギー

⟨KE⟩ ≡ 1
2

∫
⌊K∗

E⌋ cos ϕdϕ (2.14.50)

の収支式は、
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∂⟨KE⟩
∂t

= −
⟨
u∗DF ϕ

⟩
−
⟨
u∗DF

uw
z†

⟩
−
⟨
v∗DGϕ

⟩
−
⟨
v∗DG

z†
⟩

+
⟨

tanϕ

a
(u′2)∗ · v∗

⟩

−

⟨[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗⟩
−

⟨[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗⟩
+
⟨
(u′X ′)∗

⟩
+
⟨
(v′Y ′)∗

⟩
(2.14.51)

2.14.3 基底状態の位置エネルギー PG

基底状態の位置エネルギー PGは、

PG(=
︷︸︸︷
P ∗

G
∗) = CvT†† + Φ†† (2.14.52)

= Cpp
−κ
0 (θp††κ) − RT†† + Φ†† (2.14.53)

と表せる。全微分を取ると、

DPG

Dt︸ ︷︷ ︸
1⃝

= Cpp
−κ
0

D

Dt
(θp††κ)︸ ︷︷ ︸

2⃝

+
DΦ††
Dt︸ ︷︷ ︸
3⃝

− D

Dt
(RT††)︸ ︷︷ ︸
4⃝

(2.14.54)

質量の重みを付けて全球平均を取ると、(2.5.17)式より

1⃝ =
∂PG

∂t
+

1
ρ0

∂

∂z††

︷ ︸︸ ︷(
PGρ††0w††

)∗∗ (2.14.55)
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2⃝ = Cpp
−κ
0 θ

︷ ︸︸ ︷(
Dp††κ

Dt

)∗∗

+Cpp
−κ
0 p††

κ

︷ ︸︸ ︷(
Dθ

Dt

)∗∗

(2.14.56)

= Cpp
−κ
0 θκp††

κ−1
︷︸︸︷
ω∗
††

∗ +Cpp
−κ
0 p††

κ

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

(2.14.57)

= Rθp−κ
0 p††

κ−1
︷︸︸︷
ω∗
††

∗ +Π††

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

︸ ︷︷ ︸
≡QG

(2.14.58)

=
RT††
p††

︷︸︸︷
ω∗
††

∗ +QG (2.14.59)

= −
∂Φ††
∂p††

ω∗
†† + QG (2.14.60)

= − ∂

∂p††

(︷︸︸︷
ω∗
††

∗ Φ††

)
+ Φ††

∂
︷︸︸︷
ω∗
††

∗

∂p††︸ ︷︷ ︸
=0(連続の式より)

+QG (2.14.61)

= − 1
ρ0

∂

∂z††

(
Φ††ρ††0

︷︸︸︷
w∗
††

∗
)

︸ ︷︷ ︸
♡

+QG (2.14.62)

3⃝ =
∂Φ††
∂t

+
1

ρ††0

∂

∂z††

︷ ︸︸ ︷(
Φ††ρ††0w††

)∗∗ (2.14.63)

= − 1
ρ††0

∂

∂z††

[
p††
g

(
∂Φ††
∂t

)]
+

1
ρ††0

∂

∂z††

(
Φ††ρ††0

︷︸︸︷
w∗
††

∗
)

︸ ︷︷ ︸
♡

(2.14.64)


1

ρ††0

∂
∂z††

[
p††
g

(
∂Φ††
∂t

)]
= 1

ρ††0
g

(
p††

∂2Φ††
∂z††∂t + ∂Φ††

∂t · ∂p††
∂z††

)
= p††

ρ††0
g

∂
∂tg − ∂Φ††

∂t

= −∂Φ††
∂t より

 (2.14.65)

(2.14.66)

4⃝ = − ∂

∂t
(RT††)︸ ︷︷ ︸

=−R ∂
∂t(θp††κp−κ

0 )
p††

=0

− 1
ρ††0

∂

∂z††

(
RT††ρ††0w††

)∗ (2.14.67)

よって PGの収支は、
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∂PG

∂t
= − 1

ρ††0

∂

∂z††

(
PGρ††0

︷︸︸︷
w∗
††

∗
)

+ QG

− 1
ρ††0

∂

∂z††

(
RT††ρ††0

︷︸︸︷
w∗
††

∗
)

− 1
ρ††0

∂

∂z††

[
p††
g

(
∂Φ††
∂t

)]
(2.14.68)

QG ≡ Π††

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

(2.14.69)

右辺第一項と第三項は、PG + RT†† = CpT†† + Φ††を利用して変形することもできる。
鉛直積算すると、全球平均した基本場の位置エネルギーが得られる。

⟨
∂PG

∂t

⟩
= ⟨QG⟩

+(CpT††s + Φ††s)ρ††s w††s︸︷︷︸
→0

+
p††s
g

∂Φ††s
∂t

(2.14.70)

なお、右辺の三項目は通常省略する。これは、(2.13.23)式で無視した第二項目の時間微分と
一致するためである。

2.14.4 基本場の位置エネルギー PZ

基本場の平均位置エネルギー PZ は13、

PZ(= P ∗
Z) = CvT† + Φ† (2.14.71)

= Cpp
−κ
0 (θp†κ) − RT† + Φ† (2.14.72)

と表せる。全微分を取ると、

DPZ

Dt︸ ︷︷ ︸
1⃝

= Cpp
−κ
0

D

Dt
(θp†κ)︸ ︷︷ ︸

2⃝

+
DΦ†
Dt︸ ︷︷ ︸
3⃝

− D

Dt
(RT†)︸ ︷︷ ︸
4⃝

(2.14.73)

質量の重みを付けて帯状平均を取ると、(2.5.14)式より

1⃝ =
∂PZ

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(PZv cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(PZρ0w†)

∗ (2.14.74)

13PZ = PG + AZ であり、有効位置エネルギー AZ ではないことに注意。
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2⃝ = Cpp
−κ
0 θ

(
Dp†κ

Dt

)∗
+ Cpp

−κ
0 p†

κ

(
Dθ

Dt

)∗
(2.14.75)

= Cpp
−κ
0 θκp†

κ−1ω∗
† + Cpp

−κ
0 p†

κ

(
Q

Π

)∗
(2.14.76)

= Rθp−κ
0 p†

κ−1ω∗
† + Π†

(
Q

Π

)∗

︸ ︷︷ ︸
≡QGZ

(2.14.77)

=
RT†
p†

ω∗
† + QGZ (2.14.78)

= −
∂Φ†
∂p†

ω∗
† + QGZ (2.14.79)

= − ∂

∂p†

(
ω∗
†Φ†

)
+ Φ†

∂ω∗
†

∂p†
+ QGZ (2.14.80)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

(
ρ0w∗

†Φ†

)
− Φ† ·

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗ cos ϕ

)
+ QGZ (2.14.81)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

(
Φ†ρ0w∗

†

)
︸ ︷︷ ︸

♡

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
Φ†v∗ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

♠

+
v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
+ QGZ (2.14.82)

3⃝ =
∂Φ†
∂t

+
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ
(Φ†v cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(Φ†ρ0w†)

∗ (2.14.83)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
p†
g

(
∂Φ†
∂t

)]
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
Φ†v∗ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

♠

+
1
ρ0

∂

∂z†

(
Φ†ρ0w∗

†

)
︸ ︷︷ ︸

♡

(2.14.84)


1
ρ0

∂
∂z†

[
p†
g

(
∂Φ†
∂t

)]
= 1

ρ0g

(
p†

∂2Φ†
∂z†∂t + ∂Φ†

∂t · ∂p†
∂z†

)
= p†

ρ0g
∂
∂tg − ∂Φ†

∂t

= −∂Φ†
∂t より

 (2.14.85)

(2.14.86)

4⃝ = − ∂

∂t
(RT†)︸ ︷︷ ︸

=−R ∂
∂t(θp†κp−κ

0 )
p†

=0

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(RT†v cos ϕ)∗ − 1

ρ0

∂

∂z†
(RT†ρ0w†)

∗ (2.14.87)

よって基本場の位置エネルギーは、

∂PZ

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
PZv∗ cos ϕ

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

(
PZρ0w∗

†

)
+ QGZ +

v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
− 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
RT†v∗ cos ϕ

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

(
RT†ρ0w∗

†

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
p†
g

(
∂Φ†
∂t

)]
(2.14.88)

QGZ ≡ Π†

(
Q

Π

)∗
(2.14.89)
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鉛直積算した基本場の位置エネルギーの収支式は、

⌊
∂PZ

∂t

⌋
= −

⌊
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
PZv∗ cos ϕ

)⌋
+ ⌊QGZ⌋ +

⌊
v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)⌋
−
⌊

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
RT†v∗ cos ϕ

)⌋
+ (CpT†s + Φ†s) ρ0w†s +

p†s
g

(
∂Φ†s
∂t

)
(2.14.90)

ただし右辺三行目は無視する。
さらに全球平均した基本場の位置エネルギー ⟨PZ⟩は、

⟨
∂PZ

∂t

⟩
= ⟨QGZ⟩ +

⟨
v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)⟩
︸ ︷︷ ︸
=−⟨C(PZ ,KZ)⟩

(2.14.91)

なお、鉛直積算と全球平均の順番は交換可能であることから、QGZ は

⟨QGZ⟩ =

⟨
Π†

(
Q

Π

)∗
⟩

(2.14.92)

=


︷ ︸︸ ︷[
Π†

(
Q

Π

)∗
]∗ (2.14.93)

とも表せる。

2.14.5 基本場の有効位置エネルギーAZ

AZ = PZ − PG (2.14.94)
∂AZ

∂t
=

∂PZ

∂t
− ∂PG

∂t
(2.14.95)

より、AZ のエネルギー収支式は、

41



∂AZ

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
AZv∗ cos ϕ

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

(
PZρ0w∗

†

)
+

1
ρ0

∂

∂z††

(
PGρ0w∗

††

)
+QZ +

v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
− 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
RT†v∗ cos ϕ

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

(
RT†ρ0w∗

†

)
+

1
ρ0

∂

∂z††

(
RT††ρ0w∗

††

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
p†
g

(
∂Φ†
∂t

)]
+

1
ρ0

∂

∂z††

[
p††
g

(
∂Φ††
∂t

)]
(2.14.96)

QZ ≡ Π†

(
Q

Π

)∗

︸ ︷︷ ︸
=QGZ

−Π††

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

︸ ︷︷ ︸
=QG

(2.14.97)

ただし、地表面に関する項を省略した。
鉛直積算したAZ の収支式は、

⌊
∂AZ

∂t

⌋
= −

⌊
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
AZv∗ cos ϕ

)⌋
+ ⌊QZ⌋ +

⌊
v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)⌋
−
⌊

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
RT†v∗ cos ϕ

)⌋
(2.14.98)

さらに全球平均したAZ は、

⟨
∂AZ

∂t

⟩
= ⟨QZ⟩ +

⟨
v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)⟩
︸ ︷︷ ︸

=−⟨C(AZ ,KZ)⟩=−⟨C(PZ ,KZ)⟩

(2.14.99)

2.14.6 渦有効位置エネルギーAE

渦位置エネルギーAE は、

AE = P − PZ (2.14.100)

= CvT + Φ − PZ (2.14.101)

= CpT + Φ − RT − PZ (2.14.102)

と表せる。全微分を取ると、
DAE

Dt︸ ︷︷ ︸
1⃝

=
D

Dt
(CpT )︸ ︷︷ ︸
2⃝

+
DΦ
Dt︸ ︷︷ ︸
3⃝

− D

Dt
(RT )︸ ︷︷ ︸
4⃝

−DPZ

Dt︸ ︷︷ ︸
5⃝

(2.14.103)
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質量の重みを付けて帯状平均を取ると、(2.5.14)式等を用いて (PZ と違い、A∗
E ̸= AE に注意)

1⃝ =
∂A∗

E

∂t
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(AEv cos ϕ)∗ +

1
ρ0

∂

∂z†
(AEρ0w†)

∗

(2.14.104)

2⃝ =
[

D

Dt
(CpT )

]∗
(2.14.105)

= Cpp
−κ
0

[
D

Dt
(θpκ)

]∗
(2.14.106)

= Cpp
−κ
0

[(
pκ

Dθ

Dt

)∗
+
(

θκpκ−1
Dp

Dt

)∗
]

(2.14.107)

=
(

Π
Q

Π

)∗
+
(
Rp−κ

0 pκ−1θω
)∗ (2.14.108)

=
(

Π
Q

Π

)∗
+
(

RT

p
ω

)∗
(2.14.109)

= Q∗ −
(

ω
∂Φ
∂p

)∗

︸ ︷︷ ︸
♡

(2.14.110)

3⃝ =
(

DΦ
Dt

)∗
(2.14.111)

=
(

∂Φ
∂t

)∗

p

+
(

u

a cos ϕ

∂Φ
∂λ

)∗

p

+
(

v

a

∂Φ
∂ϕ

)∗

p

+
(

ω
∂Φ
∂p

)∗
(2.14.112)

=
(

∂Φ
∂t

)∗

p︸ ︷︷ ︸
A⃝

+
u∗

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)∗

p︸ ︷︷ ︸
B⃝

+
v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

+

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
+

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+
(

ω
∂Φ
∂p

)∗

︸ ︷︷ ︸
♡

(2.14.113)
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A⃝ =
(

∂Φ
∂t

)
p

∂p

∂p†
(2.14.114)

=

[(
∂Φ
∂t

)
p†

− ∂Φ
∂p

(
∂p

∂t

)
p†

]
∂p

∂p†
(2.14.115) dΦ =

(
∂Φ
∂t

)
p
dt +

(
∂Φ
∂λ

)
p
dλ +

(
∂Φ
∂ϕ

)
p
dϕ + ∂Φ

∂p dp(
∂Φ
∂t

)
λ,ϕ,p†

=
(

∂Φ
∂t

)
p
+ ∂Φ

∂p

(
∂p
∂t

)
p†

より

 (2.14.116)

=
(

∂Φ
∂t

)
p†

∂p

∂p†
− ∂Φ

∂p†

(
∂p

∂t

)
p†

(2.14.117)

=
∂

∂p†

[
p

(
∂Φ
∂t

)]
− p

∂

∂p†

(
∂Φ
∂t

)
− ∂Φ

∂p†
· ∂p

∂t
(2.14.118)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
p

g

(
∂Φ
∂t

)]
− ∂

∂t

(
p

∂Φ
∂p†

)
(2.14.119)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
p

g

(
∂Φ
∂t

)]
− ∂

∂t

(
p

∂p

∂p†
· ∂Φ

∂p

)
(2.14.120)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
p

g

(
∂Φ
∂t

)]
+

∂

∂t

(
p

∂p

∂p†
· RT

p

)
(2.14.121)

= − 1
ρ0

∂

∂z†

[
p

g

(
∂Φ
∂t

)]
+

∂

∂t
(RT )∗︸ ︷︷ ︸
♠

(2.14.122)

B⃝ =
u∗

a cos ϕ

∂

∂p†
p

(
∂Φ
∂λ

)
p†

= − u∗

aρ0g cos ϕ

∂

∂z†
p

(
∂Φ
∂λ

)
z†

(2.14.123)

= −u∗DF
form
z†

(2.14.124)

4⃝ = −
[

D

Dt
(RT )

]∗
(2.14.125)

= − ∂

∂t
(RT )∗︸ ︷︷ ︸
♠

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ
(RTv cos ϕ)∗ − 1

ρ0

∂

∂z†
(RTρ0w†)

∗ (2.14.126)

5⃝ = −QGZ − v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
+

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
RT†v∗ cos ϕ

)
+

1
ρ0

∂

∂z†

(
RT†ρ0w∗

†

)
+

1
ρ0

∂

∂z†

[
p†
g

(
∂Φ†
∂t

)]
(2.14.127)

よって渦位置エネルギーの収支式は、
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∂A∗
E

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(AEv)∗ cos ϕ

]
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(AEw†)

∗
]

+ Q∗
E − u∗DF

form
z†

+

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
+

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+

v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

− v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
− 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

{[
(RTv)∗ − RT†v∗

]
cos ϕ

}
− 1

ρ0

∂

∂z†

{
ρ0

[
(RTw†)

∗ − RT†w
∗
†

]}
− 1

ρ0g

∂

∂z†

{[
p

(
∂Φ
∂t

)]
−
[
p†

(
∂Φ†
∂t

)]}
(2.14.128)

Q∗
E ≡ Q∗ − QGZ (2.14.129)

= Q∗ − Π†

(
Q

Π

)∗
(2.14.130)

但し、地表面に関する項を省略した。
AE はガリレイ変換不変量14である。しかし、(2.14.128)式の−u∗Dform

Fz†
は明らかにガリレイ

変換に対して変化してしまう。そこで、

−u∗Dform
Fz†

= − u∗

ρ0a cos ϕ

∂F form
z†

∂z†
(2.14.131)

= − 1
ρ0a cos ϕ

∂

∂z†

(
u∗F form

z†

)
+

F form
z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†
(2.14.132)

= − 1
ρ0ga cos ϕ

∂

∂z†

[
u∗p

(
∂Φ
∂λ

)]
+

F form
z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†
(2.14.133)

と変形すると、

∂A∗
E

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(AEv)∗ cos ϕ

]
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(AEw†)

∗
]

+ Q∗
E +

F form
z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†

+

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
+

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+

v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

− v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
− 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

{[
(RTv)∗ − RT†v∗

]
cos ϕ

}
− 1

ρ0

∂

∂z†

{
ρ0

[
(RTw†)

∗ − RT†w
∗
†

]}
− 1

ρ0g

∂

∂z†

{
p

[(
∂Φ
∂t

)
+

1
a cos ϕ

u∗
(

∂Φ
∂λ

)]
−
[
p†

(
∂Φ†
∂t

)]}
(2.14.134)

14ガリレイ変換しても変わらない量のこと。たとえば地球に固定した系から見ても東西風にのった系から見ても、
A∗

E や K∗
E は不変である。一方、KZ は見る系によって値が異なるので、ガリレイ変換不変量ではない。
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となる。KZ から変換されるエネルギーの局所的な生成率は、F form
z†

∂u∗

∂z†
に比例する形で評価

する必要がある。鉛直積算する場合は、(2.14.128)式と (2.14.134)式、どちらで考えても等価で
ある。
鉛直積算した渦有効位置エネルギーの収支式は、

⌊
∂A∗

E

∂t

⌋
= −

⌊
1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(AEv)∗ cos ϕ

]⌋
+ ⌊QE⌋ +

⌊
F form

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†

⌋

+

[ u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗+

[v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
+

⌊
v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

⌋
−
⌊

v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)⌋
−
⌊

1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

{[
(RTv)∗ − RT†v∗

]
cos ϕ

}⌋
(2.14.135)

全球平均した渦位置エネルギーの収支式は、

⟨
∂AE

∂t

⟩
= ⟨QE⟩ +

⟨
F form

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†

⟩
+

⟨[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗⟩
+

⟨[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗⟩

+

⟨
v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

⟩
−
⟨

v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)⟩
(2.14.136)

2.14.7 非断熱加熱

これまでの導出で登場してきた非断熱加熱Qに関する式を、数値計算的な観点からまとめる。
定義通り書き下すと、
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Q = QGZ + QE (2.14.137)

= QG + QZ + QE (2.14.138)

QG = Π††

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

(2.14.139)

QGZ = Π†

(
Q

Π

)∗
(2.14.140)

QZ = QGZ − QG = Π†

(
Q

Π

)∗
− Π††

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

(2.14.141)

QE = Q − QGZ = Q − Π†

(
Q

Π

)∗
(2.14.142)

但し

Π(p) = Cp

(
p

p0

)κ

(2.14.143)

Π†(p†) = Cp

(
p†
p0

)κ

(2.14.144)

Π††(p††) = Cp

(
p††
p0

)κ

(2.14.145)

QE のみが経度依存するので、帯状平均場すると、

Q∗
E = Q∗ − Π†

(
Q

Π

)∗
=
{

Q

[
1 −

(
p†
p

)κ]}∗
(2.14.146)

さらに南北平均をとると、

︷︸︸︷
Q∗

Z =

︷ ︸︸ ︷
Π†

(
Q

Π

)∗

−Π††

︷ ︸︸ ︷(
Q

Π

)∗∗

=

︷ ︸︸ ︷
Π†

(
Q

Π

)∗

−

︷ ︸︸ ︷
Π††

(
Q

Π

)∗∗

(2.14.147)

=

︷ ︸︸ ︷[
(Π† − Π††)

(
Q

Π

)∗
]∗

=

︷ ︸︸ ︷[
(p†κ − p††

κ)
(

Q

pκ

)∗
]∗

(2.14.148)

=

︷ ︸︸ ︷[(
1 −

Π††
Π†

)
Π†

(
Q

Π

)∗
]∗

(2.14.149)

︷︸︸︷
Q∗

E
∗ =

︷︸︸︷
Q∗∗ −

︷ ︸︸ ︷[
Π†

(
Q

Π

)∗
]∗

=

︷ ︸︸ ︷{
Q

[
1 −

(
p†
p

)κ]}∗∗

(2.14.150)

QZ については、Π††(又は p††)を標準 p†面で求めておけば、既存のサブルーチンで計算可能で
ある。以上を鉛直積算することで、精度よく計算できる。
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気圧座標系における非断熱加熱との関係を示す。2.6.2節と同様にQEを p面のまわりでTaylor
展開すると、

Q∗
E = Q (1 − p†κp−κ)∗ (2.14.151)

=
1
2π

∫ 2π

0
Q
(
1 − p†

κp−κ
) ∂p

∂p†
dλ (2.14.152)

=
1
2π

∂

∂p†

∫ p†

0

∫ 2π

0
Q
(
1 − p†

κp−κ
) ∂p

∂p†
dλdp† (2.14.153)

=
1
2π

∂

∂p†

∫ 2π

0

[∫ p(p†)

0
Q
(
1 − p†

κp−κ
)
dp

]
dλ (2.14.154)

≈ 1
2π

∂

∂p†

∫ 2π

0

∫ p†(p)

0
Q
(
1 − p†

κp−κ
)
dp +

∫ p†(p)−
∂p†
∂θ

θ′

p†(p)
Q
(
1 − p†

κp−κ
)
dp


(2.14.155)

= Q (1 − p†κp−κ)
p − ∂

∂p†

[
∂p†
∂θ

θ′Q (1 − p†κp−κ)
p
]

(2.14.156)

ここで、p† ≈ p + ∂p†
∂p θ′より、

p†
κp−κ =

(
p†
p

)κ

(2.14.157)

≈
(

1 +
1
p

∂p†
∂θ

θ′
)κ

(2.14.158)

≈ 1 + κ
1
p

∂p†
∂θ

θ′ (2.14.159)

なので、

Q∗
E ≈ −Q

κ

p

∂p†
∂θ

θ′
p

− ∂

∂p†

[
∂p†
∂θ

θ′Q (1 − p†κp−κ)
p
]

(2.14.160)

≈ −κ

p

1
∂θ

p
/∂p

Q′θ′
p − ∂

∂p

[
∂p†
∂θ

θ′Q (1 − p†κp−κ)
p
]

(2.14.161)

特に鉛直積算を考えると第二項が消えるので、

1
g

∫ ps

0
Q∗

Edp ≈ −κ

g

∫ ps

0

1
p(∂θ

p
/∂p)

Q′θ′
p
dp (2.14.162)

ゆえに、QE の鉛直積算は非断熱加熱と温位の渦相関におおよそ比例する。

2.15 エネルギー変換

2.15.1 記号の意味

C(X, Y )と表記した場合、エネルギーX からエネルギー Y への変換率を表す。ただし、局所
的な（全球平均でない）エネルギー変換を考える場合は、Xの消滅率という意味であり、Y の生
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成率ではないことに注意が必要である。全球平均した場合は、C(X,Y )と−C(Y,X)は一致する。

2.15.2 AZ とKZ

AZ の収支式から

C(AZ ,KZ) = −C(KZ , AZ) ≡ −v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
= −v∗

a

(
∂M†
∂ϕ

)
θ

(2.15.1)

補足
本来であれば、AZ とAE の収支式に含まれる共通項をエネルギー変換と考えるべきかもしれ

ない。しかし、本文中で C(AZ ,KZ)と定義したのは、∂Φ†
∂ϕ という力に抗って v∗ で運動すると

いう「仕事」によって、基本場の有効位置エネルギーが基本場の運動エネルギーに解放される
と解釈できるためである。C(AZ ,KZ)には渦の項が入っていないため、基本場から波動への変
換と考えるには不自然である。逆に、後で登場する C(AZ ,KZ)にこの項を押しつけることで、
∂Φ†
∂ϕ −

(
∂Φ†
∂ϕ

)∗
という東西偏差場が登場するため、自然な解釈が可能である。

2.15.3 KZ とAE

KZ とAE の収支式の比較より（AZ からのエネルギーの流入に注意）、

C(KZ , AE) ≡ C(KZ , AE)u + C(KZ , AE)v (2.15.2)

C(KZ , AE)u ≡ −u∗DF
form
z†

(2.15.3)

C(KZ , AE)v ≡ v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

−v∗

a

(
∂Φ†
∂ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

=C(AZ ,KZ)

=
v∗

a

(
∂M

∂ϕ

)∗

θ

− v∗

a

(
∂M†
∂ϕ

)
θ

(2.15.4)

−C(AE ,KZ) ≡ −C(AE ,KZ)u − C(AE ,KZ)v (2.15.5)

−C(AE ,KZ)u ≡
F form

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†
(2.15.6)

−C(AE ,KZ)v = C(KZ , AE)v (2.15.7)

鉛直積算すると、C(KZ , AE)と−C(AE ,KZ)は等しくなる。したがってC(KZ , AE)は「平均
東西風と鉛直 EPフラックス収束の積」、「平均東西風の鉛直シアと鉛直 EPフラックスの積」と
いう二通りの解釈ができる。
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2.15.4 KZ とKE

KZ とK∗
E、それぞれの収支式は、

∂KZ

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
KZv∗ cos ϕ

)
− 1

ρ0

∂

∂z†

(
ρ0KZw∗

†

)
+u∗DF ϕ︸ ︷︷ ︸

A⃝

+u∗DF
form
z†

+u∗DF
uw
z†︸ ︷︷ ︸

B⃝

+v∗DGϕ︸ ︷︷ ︸
C⃝

+v∗DGz†︸ ︷︷ ︸
D⃝

−v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

−tanϕ

a
(u′2)∗ · v∗︸ ︷︷ ︸
E⃝

+u∗ · X∗ + v∗ · Y ∗ (2.15.8)

∂K∗
E

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

+
Fϕ

ρ0a2

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

a⃝

+
F uw

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
b⃝

+
Gϕ

ρ0a

∂v∗

∂ϕ︸ ︷︷ ︸
c⃝

+
Gz†

ρ0a

∂v∗

∂z†︸ ︷︷ ︸
d⃝

+
tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗︸ ︷︷ ︸
e⃝

−

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗

+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.15.9)

又は
∂K∗

E

∂t
= − 1

a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
− 1

ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

−u∗DF ϕ +
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗Fϕ

)
︸ ︷︷ ︸

a⃝

−u∗DF
uw
z†

+
1

ρ0a cos ϕ

∂

∂z†

(
u∗F uw

z†

)
︸ ︷︷ ︸

b⃝

−v∗DGϕ +
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗Gϕ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

c⃝

−v∗DGz† +
1

ρ0a

∂

∂z†

(
v∗Gz†

)
︸ ︷︷ ︸

d⃝

+
tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗︸ ︷︷ ︸
e⃝

−

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
−

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗

+(u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ (2.15.10)

全球平均すると、A⃝= − a⃝、B⃝= − b⃝、C⃝= − c⃝、D⃝= − d⃝、E⃝= − e⃝であり、これらを通じ
てKZとKEはエネルギーの交換を行う。従って、エネルギー変換項は以下のように定義できる。
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C(KZ ,KE) ≡ C(KZ ,KE)uy + C(KZ ,KE)uz

+C(KZ ,KE)vy + C(KZ ,KE)vz + C(KZ ,KE)tan (2.15.11)

C(KZ , KE)uy ≡ −u∗DF ϕ (2.15.12)

C(KZ ,KE)uz ≡ −u∗DF
uw
z†

(2.15.13)

C(KZ ,KE)vy ≡ −v∗DGϕ (2.15.14)

C(KZ , KE)vz ≡ −v∗DGz† (2.15.15)

C(KZ , KE)tan ≡ tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗ (2.15.16)

(2.15.17)

C(KE ,KZ) ≡ C(KE ,KZ)uy + C(KE ,KZ)uz

+C(KE ,KZ)vy + C(KE ,KZ)vz + C(KE ,KZ)tan (2.15.18)

C(KE ,KZ)uy ≡ −
Fϕ

ρ0a2

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)
(2.15.19)

C(KE ,KZ)uz ≡ −
F uw

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†
(2.15.20)

C(KE ,KZ)vy ≡ −
Gϕ

ρ0a

∂v∗

∂ϕ
(2.15.21)

C(KE ,KZ)vz ≡ −
Gz†

ρ0a

∂v∗

∂z†
(2.15.22)

C(KE ,KZ)tan ≡ −tan ϕ

a
(u′2)∗ · v∗ (2.15.23)
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なお、KE の生成率に注目すると、

−C(KE ,KZ)uy = C(KZ ,KE)uy +
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
u∗Fϕ

)
︸ ︷︷ ︸

dkedt uy

=
Fϕ

ρ0a2

∂

∂ϕ

(
u∗

cos ϕ

)

(2.15.24)

−C(KE ,KZ)uz = C(KZ ,KE)uz +
1

ρ0a cos ϕ

∂

∂z†

(
u∗F uw

z†

)
︸ ︷︷ ︸

dkedt uz

=
F uw

z†

ρ0a cos ϕ

∂u∗

∂z†
(2.15.25)

−C(KE ,KZ)vy = C(KZ ,KE)vy +
1

ρ0a2 cos ϕ

∂

∂ϕ

(
v∗Gϕ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

dkedt vy

=
Gϕ

ρ0a

∂v∗

∂ϕ
(2.15.26)

−C(KE ,KZ)vz = C(KZ ,KE)vz +
1

ρ0a

∂

∂z†

(
v∗Gz†

)
︸ ︷︷ ︸

dkedt vz

=
Gz†

ρ0a

∂v∗

∂z†
(2.15.27)

という関係が成り立つ。u∗Fϕなどをwave energy flux、dkedt uyなど下括弧の項をwave energy
flux divergenceと呼ぶ。KZ とKE の間のエネルギー変換を考える場合、KZ の消滅率とKE の
生成率はwave energy flux divergenceの分だけ位置がずれることになる (もちろん、全球平均値
は同じ)。

2.15.5 AE とKE

C(AE , KE) = −C(KE , AE) ≡ C(AE , KE)u + C(PE ,KE)v (2.15.28)

C(AE ,KE)u = −C(KE , AE)u ≡ −

[
u′

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)′

p

]∗
(2.15.29)

= −

[
u

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

]∗
+

u∗

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)∗

p

(2.15.30)

= −

[
u

a cos ϕ

(
∂Φ
∂λ

)
p

]∗
−u∗DF

form
z†︸ ︷︷ ︸

=C(KZ ,PE)u

(2.15.31)

C(AE ,KE)v = −C(KE , AE)v ≡ −

[
v′

a

(
∂Φ
∂ϕ

)′

p

]∗
(2.15.32)

= −

[
v

a

(
∂Φ
∂ϕ

)
p

]∗
+

v∗

a

(
∂Φ
∂ϕ

)∗

p

(2.15.33)

2.16 局所的なエネルギー収支

エネルギー収支方程式を、前節で定義したエネルギー変換項を用いて表す。
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∂AZ

∂t
= QZ − C(AZ ,KZ)

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
AZv∗ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

dazdt vpz

− 1
ρ0

∂

∂z†

(
PZρ0w∗

†

)
︸ ︷︷ ︸

dpzdt wpz

+
1
ρ0

∂

∂z††

(
PGρ0w∗

††

)
︸ ︷︷ ︸

dpgdt wpz

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
RT†v∗ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

dazdt vt

− 1
ρ0

∂

∂z†

(
RT†ρ0w∗

†

)
︸ ︷︷ ︸

dpzdt wt

+
1
ρ0

∂

∂z††

(
RT††ρ0w∗

††

)
︸ ︷︷ ︸

dpgdt wt

− 1
ρ0

∂

∂z†

[
p†
g

(
∂Φ†
∂t

)]
︸ ︷︷ ︸

dpzdt phi

+
1
ρ0

∂

∂z††

[
p††
g

(
∂Φ††
∂t

)]
︸ ︷︷ ︸

dpgdt phi

(2.16.1)

∂KZ

∂t
= u∗ · X∗ + v∗ · Y ∗ + C(AZ ,KZ) − C(KZ , AE) − C(KZ , KE)

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

(
KZv∗ cos ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

dkzdt vkz

− 1
ρ0

∂

∂z†

(
ρ0KZw∗

†

)
︸ ︷︷ ︸

dkzdt wkz

(2.16.2)

∂A∗
E

∂t
= Q∗

E + C(KZ , AE) − C(AE ,KE)

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(AEv)∗ cos ϕ

]
︸ ︷︷ ︸

daedt vae

− 1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(AEw†)

∗
]

︸ ︷︷ ︸
daedt wae

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

{[
(RTv)∗ − RT†v∗

]
cos ϕ

}
︸ ︷︷ ︸

daedt vt

− 1
ρ0

∂

∂z†

{
ρ0

[
(RTw†)

∗ − RT†w
∗
†

]}
︸ ︷︷ ︸

daedt wt

− 1
ρ0g

∂

∂z†

{[
p

(
∂Φ
∂t

)]
−
[
p†

(
∂Φ†
∂t

)]}
︸ ︷︷ ︸

daedt phi

(2.16.3)

∂K∗
E

∂t
= (u′X ′)∗ + (v′Y ′)∗ − C(KE ,KZ) + C(AE , KE)

− 1
a cos ϕ

∂

∂ϕ

[
(KEv)∗ cos ϕ

]
︸ ︷︷ ︸

dkedt vke

− 1
ρ0

∂

∂z†

[
ρ0(KEw†)

∗
]

︸ ︷︷ ︸
dkedt wke

(2.16.4)

下括弧で名前が付けられた項は、鉛直積算・全球平均をとることで 0になる。

2.17 全球積分したエネルギー変換
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⟨
∂AZ

∂t

⟩
= ⟨QZ⟩ − ⟨C(AZ , KZ)⟩ (2.17.1)⟨

∂KZ

∂t

⟩
=

⟨
u∗ · X∗

⟩
+
⟨
v∗ · Y ∗

⟩
+⟨C(AZ ,KZ)⟩ − ⟨C(KZ , AE)⟩ − ⟨C(KZ ,KE)⟩ (2.17.2)⟨

∂AE

∂t

⟩
= ⟨QE⟩ + ⟨C(KZ , AE)⟩ − ⟨C(AE ,KE)⟩ (2.17.3)⟨

∂KE

∂t

⟩
=

⟨
(u′X ′)∗

⟩
+
⟨
(v′Y ′)∗

⟩
+ ⟨C(KZ ,KE)⟩ + ⟨C(AE ,KE)⟩ (2.17.4)
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